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vora ds plnor van het 'lenﬁt Al . door de 4 =de rij en Qe A ode Kolom
te schrappen en be vewmsu‘l*mwigen mst (=4 J7*N Dan i3 A deze
minoT a:is dotermivnant opgevat gedesld doord. Door mtgcivfiwm van

nﬁw“(f‘i!’ ) pewijst men dat

3553 iﬁ}‘w = &"’"‘# gﬁ;’%; = ;%‘%ﬁfb :
_ | 2 AL Ty ’

ITedsy shtelsei wa avdf,-‘a?s,a i}mcf ) 1te Do waardén L ?nr wan de
cobrdinaten van het punit oo de ¥ anders cm*{*&mamn wen hetzelfde pm;i;o
&lle eeérd:&namm«,t»'laels die nmet T’mrus@ van (1,1} witz"kunnen worden:
gemaakt heten Losgelabon {(sllowable) _so8rdinatensteleeis. De ver ZEme=
iing van alls punten, teagerust mol alls meg&&”&n éﬁ“‘ﬂ*ﬂ&t%ﬁﬂtélﬁ@iﬁg
heet een affipe rulmis of £oe

in n nils foymules komsy yoor Esinlebhere (k@rml Mtiﬁers; ‘i:uv,
A2 ,lobende . ndlces D.v. Kk en yasis indlces v,v. -2 Ee »
B1j slk cobrdinstenstelssl belioort een soort lopsnde in naicds en een: -
8tel i vaste indices. Een cofzdinatenstelsel wordt aangednid ddor” een
van ziin lopends indices tussen haskjes, b.v. (=) . Punten. en kernlet:
tersy varand@;mg niet bij codrdinatentransformatied midar. wel\ da Topeh

i ds - ggggg be indices. v

=19, D indices fe:*?uc F} b tioor lopen *&tse{iﬁ de waarﬁnn 4
d-s indiens. wv v ug st&a&s de wasrden: 5] A {c&r&i‘f@f)w
@1:131:@ AndTeds Jasrvan "¢én boven en- één omier stagfa,h oI
)ute:zm Gizeh #ﬁﬁfﬁ?&ﬁ?i‘fﬁ M:ms?ein wm,%na,i:a) :
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T zljin andsre trans'f crmaties, punbizrans §{> rpgbien. waardll d= puc
ten vers "ide%ef: mzar hLe mﬁ'%di»ﬂgtmmwlsa} niet. Aldus stefiu
5 & ‘ 4 & o ‘ ' -
g:{-é} g N ,*’:} A ;j? - ) C
e ) ) %ﬁg ,-

| . fé“:z sonstanty & = constant
ser affine punttransformstis voor.

Hen werandert sen kernletter door esn snders letter te nemen;
dcor sen agcsnt toe b2 wvoegen of dccy sen index boven of gnder ds
kernlstter te plaatsen, bij-. ¥, V¥ . Indicss »eeibs boven of ouder
worden bij voorkesur gorssayrveerd oSy lopende =n vasts indiees €uitu
gondering hwmzs lateri.

- Man doat goed aan dwza pri:a@ipee dar Lﬁﬂaoimiex msthode(kernei—»
index mathod) ds hand ¢e houden.

rosoan Yan P
De wolgends mﬁ&rgg pepen wordsn zebrulki:

a. 55% : glle linsairs howogens transformaties. De gorsprong BLiift ia-
_ varlant. De mimt«; hees nw eeﬂ. Wﬁmﬁ €an + ) '
b“é""" tglls eouivoiumin ineaire Ho transformaties, A=ie.
g Valuma hlijven imrwri&r% :_ﬁxg%ea > Wm.
@méw talliz gsrecinalaffine tran ﬁgrpg 2.&%@ = rd . Folumen &n
schroefzin blijvsn invaviant., Gesen g &, Beh_gegeven wmeate
yolums an sehrosfsin. t

BEen s@?smemizz {serewsense) in ¢ F.is bepasld door n richtingen.
met zin (piil) oiet gelsgan in snlgs ?Mg in sen bepsalds wolz-
- orde. Ieder er&r&iaatemﬁslsw bepa&},t dus een schrosisin.
a. g@% salle orenoronals % formaties {drasiingen en gplegelingen)
v &=x;  He ruimtes hoot m sen o~ 10 BEN ﬁ’%bestaaz:«. de he=
. é’i’&ppez; Llengte en hosk. ‘ :

e G e rotatiss. oo+ Oeoriscteards X, (B met een gegever
gsenvoslain) . ‘
in &l Jm&e ruimEon ziin de tosgelatan m&*amaﬁeﬁaﬁystam% die systsmen,
dis uit sen owswcmmi}k systeen kunnen worden verkregen doowp f"e
transformatiss der ten grondslag gelegds groep.

Bii elkes groep hehoort gsen mestkunde, d.w.z. sen theorle van i’lﬁ-'
@aig@nsahapreu van figuren, dis invariant zijn bii die grosp. De be=
trekkingen tussen de zaewmmue van sen grosp en die ven z3ijin ondsr=

grovpan worden vastgelagd in het &ng‘m (18723 .

32 G gem grosg en G resteands ul
'@@hiawmwﬁw@mﬁ%u%,@mmm &m&iﬂn«mﬁ%ﬁﬁi&m X '

dunde van de sepn of andere fiovur ten opzichte van G dezelfde sls _
de mestiunds vyan : éﬁ%g 1P beramel m@*" het atal 4 ten opzishite vsn G
} 7 “
83 peLan i, . |
Begchoaw de vergslijkingent
| {:'35 (W LN , ;g%m, o e o o
361) . ) ¥ - - 1)
AR .
; _ ﬁ}g = consbaniy Pz can%a:s** '
en ondsrstel, Aat do mabrix ‘r:a:ra(' “de hoogste reng. €ranﬂgi,,1¢my B
1) Wij maken steeds streng Oudﬁ?Sf“h&{d bugsen gerkisals en ourald
indicss.
2} De rang van sen %»m 4¢7 als er tenminste &b onferdeterminant -
agstan rsie rzia” mm is w 1‘* gw#r ayﬁgmd@tewmimt met !
¥ s . ) o
2 ; . s sl bliiaks TRIEY et '-;;m B ) :
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P
Sl

E;(. ‘,-,‘_'f X
sgerise )
{ oeapn ondsrgrosp van .
in L Mﬁ-&h fodnd tm&u« ; ]
van (3.1} XKan ook g&s:im daz"sg

& R
- - e P F2 »"_,1?-“
312? - = -‘i}'& ,3’
o ng songtants B sonstant .
‘met ko paramskers 7. Ook ds '{*’ktmnerx als colrdinaten in fgwo :z*é 'eb‘w.ikt.'
(3. 3 heet de paramet g%m van g, Er gmaen de betrekkingen
: k¢ A L . B x,.‘%
330 L Bg=o (0, BTG =0, G=n s Pl \7’*
Ben pun ttra&&f&m&t ie: o ‘
. & V 5{» ﬁ{

3+3 | : whe xfee® %L conetent -

85t sen tr@g;g _13 DYt begrip ig invariant bij - Twee in's heten
m& wwyiper 2z1) door sen translatie in slkaa kn..men worden 6?6
voerd. Man zeg% dan ook, dat s3] degellds sé«rﬁ -richiing hebbsn. W@f-‘ {ip -

runten "in het oneindige” van & opgavath a‘f een oneigeniiike Laws, dam
kan men otk geggen, 4dai twse parailele iﬁ"«: sen oneigeniijke Luey BoMEST:

habdben. . ~

Zen Eohoot munt, sor § Liin, sen £,¥iak en een £, Bybervisk

{hypsrelans) . , ' _ , T
Bij eon £, o7 esn & kuwnne :1 wii onderscheidant

de &mrﬁmgﬁmg f%@@*“ onl & ,,haﬁtamme nit ds gemeen.,»ehappeﬁgke
*“ounteny{ Se~4 Dbebekent kruiszsing;

de semenvoegiug ijmietwn);w zijade de kleinste limsaire aitgs~
treidheid die &, 88 ,-;‘:M sidoa bevst,

Mon kan bewijzen dat

3%) ?ﬂe‘uw%’r «‘#*‘fe? """'—g

wasrbil yxm.g»niijks vl tgebreidbeden ﬂbﬁ?g#!‘%%ﬁﬁ w:rrdem Bier ziin de -
ﬁﬁ@rs*"njﬂingﬂ!‘ @g samenvr'@glnge I ine b% voor aj gsmene Tigging:

doeﬁsz‘xiidiﬁgsn  sa ewv#;egingem
R N £, | | e & 8, &

L. o0 = "‘»j‘ o : i? £y &4
383 O SR % | L8, S8, gy
- Eape = B & _%Z 4?3, ﬁ;:} §e§? s

€s1« € & % o Ei1% & Is %

Deza tabed kan wez*ﬁe"fs zevarificord door ean sanvoudigs proef. In
da &y van x,¥ys on § beschril £t esn bewegend punt een werg :x;,igg,ﬁez»@* lfﬂ
Caan & voor uniformsbheweging . Han :.n‘?fe:mrﬂ bawsgzends 11jn beschrijft sen-
£, en sen unifosm bewegend visk ven {5: Men beweze nu twee 3"@&%21 of esn
stual en earn plaat uniforsm.
Bij =1k taag laben cvar@iﬂaﬁenst@}.sm in 5 bemran ) é r.s@ de
eard‘ngm;gggg o0y .45 e podedly akken 2n algemeen(uﬁ} gcm de
sodrdinegt- f,;, Tedere § in &, &?ximt s1k deor colrdinsat- L., 4 in esn
punt asn de é‘ f& vastgelerd dooy p+i van die snijpunten. Blk snijpunt kanm
worden vastgslegd door m-& getallen, en dus ken sen §, in £, worden vast«»;ﬂ
gelegd awr (‘éz*ik’ﬁws# g{aﬁmlem Evanzo bewlist men daﬁ" e3n & ﬁaer ean’ T
EeZsvan &y in ¢, Kan Worden vastgelegd door Y/ (-3¢ “n-p Yy getallen,
, A waazwer%in oen ’9. sen i, gegeven is bez:e'ﬁans een(%,ﬁ; =T°:Lchting9 die i
_geen rishting -met. de ‘{: gsmaﬁﬁ heeft, dan kunnen we }.edgré i‘ g"aur in. 3,%
Vwaa.n de W«lgewm aris u’%ﬁc%%n mdsrwsrwsm | S




B bﬁiw mat *g,,» alle pur ntpm riet in ?,WO?"L{@Z‘* wegzelaten, »fisgen
Mﬁ wordt gebruikt.
gﬁ%ﬁ%&%(i’ﬁdubm.ﬁn} et bptwekkiw« tot de (n-p)=richting:
alle punien me in &&n on dazelfde &, , met deze (ywp}wwht ng iig-
g@m worden geldentificserd. Ds figudr dis ontstaat is gelegﬁu in

die uit imaai’s‘%_aat door samenisgzing. Allesn de (u=pl-wi h"i:i*zg

-;m t gebmizm

¢, Projsctie 6y % e in g {pon) =g i:%gg fdoor jedsr pont der f:zgahr
wordt sen g - gabracht oot r}azs n=pl=richting sn dege E%ﬁwardt )
%ot snijding gebracht smet de c,,“ De vergzamsiing van slle =nljpiun~
ten is de prolsetis, Ja E‘ en de (nwm@ric};ting worden gebruikt,

. FZen ECpwmet irwend Lg {inner erfentation is cen
% wsarin sen ped ansionais schra@fzi.a is gedefipiserd. Ben b, me$
ultwondige orfeptatie (ocuter Srisntation) is sen &, wasrzan esn (n-pledi.
mengionals sehroefzin iz bosgavosgd u‘;@& ,g hnen “dw.z. ir sen (exx :
dus in ieae*ﬂs) 2,3,? dis geen r*cht.ing net . » gemssn heefe. :

memA I &

‘v-,
3 4

sgrzaosondlian 1a b0 sg ('Ka)a dw.ﬁﬁ &y Ltz s
A 5 98 A en de o%

De &, heten de kentallen (ccmy@n»ms} van het ‘object met !:setz'eM :

k:ing tot ﬁg? . Gesonetrische objlseten in zwwowzian ordaracheaiden naar de

trangformatiewl jze van him kentailen. -
- Imdisn éle é\a lineair horpogeen in da $ﬁ zijn, homogsmn algebra~

isﬂh in ds ﬁ“% en onafhankeli jk van de a¥’, “dan hest hat object een.

o &0y iache grootheid (qnantity). De “radinsvector” zXis een geome-

f,risch objeet maar gesn ga&ome\‘r‘*r"ég she g?ﬁcxt‘wiﬁ {bi1] de zroep 5,.5.,}

8 5. Seslairen en yeatoren. . .
Scalsjirsn. Een siskor heeff: bén I»zental',' -»ﬁvarimt bi} g;;
;:_:3 Contravariente veckorsn. Hen coniravariante veai:sr haef% n
© kentallern 7k raat de trarvsfcma%*iewi:}zek
5.1) N Y

.Meg‘tinmd*,g beelds pig] 1) De xentallen zijn de pm:}ectieﬁ op de assen
gensten mot behulp van de maateenhedon op die agsen. De meg#prmjecteez&
de piil bepaalt hat teken. In ssn geceniresrde f:.,,,.wcm dit bseld worden
vervangsn door esen pundt. Aldsar is de "radiusvscior” eon contravariante
vector en duns esn geomebrische groothsid. DIt ig een ssrste voorbseld
van twee objectsn die bi} ‘%;:u.,}ﬂt dezel;t‘ia tran sformgifewi jze hebben
maey bij sen ondergroep v chier ¥il, wel.
2. Covariants vestored. hezz wvariante vertor heeft n kemtalwﬁ
v, met de tfans*‘crmatz;vhz@ , -
9} ) 33 P ' . i o "‘. - ‘ ) L
Se _ whe = £ g Wy . _ , i
‘Meg*’kunﬂig ‘baald" twee parallsle vwmn met aen zirs b.m san "k;e gw«sa»&
-dmr s niet xmodzakali ik ?esﬁta il die door de vlakksa ?qaen sts 'k‘«tq

1) e ;i"l m@eﬁ; vri:} swavand’ ”eﬂavht m?ﬁﬂ_eng Aus bepadd 65 sy wg_}g.,__@
-3;,1%3@ nae Bij de w&lmu@e _ré&ﬁ_ﬁ,m silne ‘besﬁ}dezﬂ wordt dii nist telke:
é u@,g'" ] . B g :;:. 'Q'L',v T c B -\ ‘ el Ty Ll




D kentallisn 2ijn 1 1 de stulken die wan de f88en afzesuedan wordsn,
gemebsn met de.masteenbaden op dis asssn. 4& o gewSﬁt%@er&a Lo kan dit
bée Ld vervangen worden door een hypsrwlak. De W &53ﬁ dan de befends
hjparvlakcwarﬁinaac34
Optelliing van contraverianits veotoren geachiedt wwxgens het )
parallslegran var kyvachten®. Oplelliing van covarlante vectopen wordt
‘geillustreerd in fig. 1 voorstellends een doursnsde mst ssn &,3

Bij vermenigvuldiging met ean pogitisve sssiar s wordt het bseld van sen
eoat*a?ariam#e veator 8 x g?eta? en ket besld van eon covariants vector
x kisiner. Is dz scalar negatiasf dan kesrt de orientering om.
Bij slk codrdinatenstelagel hocrt ssn stel vep n gontravariante
vectoren € en sen stel van n sovaviante veetoren £, s de maatvoctoren,
- gedel 1mia§rd doore : . ‘

,.k», e"z éw?a
5.3} | g i . 7\ S | o
A - ipa f¢# b )

Bisr 2iin 2 sn & ds La*nang De in deps kernen opfreﬂende indisas
transformeren nist mee en heten Jdods indines(dead indices). Voor n = 3.

ziln de maatwvectoren &@ gageven in fig. 2:

fis..2

De contravarlants pazssen preﬁzes tussen de viskkan van d@ geliiknenige
chariantés Qe kentallen van " EE ék t.0. ven esn aﬁd@f golirdinaten~

bEElJ@l 2L , > & d
: , oA

¥ 13 K e

balfg gkf = A‘}. _%F .

Doze kentallsn gijn natunrl*jk niet langer ﬁ of C. Men 51et hier dai&e« )
11k dgp de dode indices niet mestransflormeren.

De combinatis FWy s sen invariant

, )3 k}f 'Iﬁ‘)hfq A}")EM}'
heet de avsrsehniving (transwﬁﬁtiau} van ML en.&¢& Yber ﬁﬁ%?*aliguh

@"Q in ds (n-i)= ?it‘ht;!‘*g mnﬁd’" en voor ‘%,?'W = pagt‘%ﬂ" pl"ecies tussen
d ;hyyarvlakkeﬁ van &¢,= _ _ o R
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Hi3 slk »tez yer 7 fileszir onsfhankell

' ‘ ke soniravariants vYelos
- toren ¥° bhshoort éin sn slechts &&n 3tsl wan n linealr omalhankelije
ke cwq%ziant-e yesgtorsn h“;a y 2o dat . ~ ' :
Y S - ) .
g éﬁf‘ﬂ @ _ k0
‘5@) o AL f,EES
i 1 o ,
ﬁet gymbscl é:;k voorstel emie % sca’iaiwez; heet het Kronecker pvuhool.

- De indices wan het Rronesker zymbool zijn dood en het is alleen op
grond van historische everweg%’ngen* dat hier van de consequente s@hrijf«s
wijize wordt afgewsken: . 2yt a4y heten t.0. vaa elkaar ;;ggj._mk :
Blijkb& is fader stel mast¥sctores ‘beharemie bij gnig eoérdinaten» -
stelsel san dergelilk reciprook stel.

- Co- en eontravariante masztvectoren kuzmgn wordsn gehruikt om
de kentallen van esn veetor te bepalen of omgekeerd de vector wit
ziln kentallen af te leiden. Van de yector ¥V"kan wen b.v. n scalsirem .

vormen door over@ahuiving net de é" . ¢
)

5‘?) o ’\?"31}’:}&» & -

Deze scalairen zijn mumerisk gel’i i san de " Maar irdien de vergeliju
kmg cp andere codrdinaten gas«:hraven wordt

& 2
5 8) . . AF = ‘*d;r 5

ke
%r&nsfomaran de ‘%" wel maar dw 3«- niet., Msn mag dus niet schri *van
Fa® masr schrijft dearvoor
5. 9) .

- behaeven dus niet 1rvariazxt i;e zi n. mem ve*gelijking in ¥en-
. talleny b.vs, '3 » %! behoeft niet met £ zeschreven ts wordsn omdat
het hier vanzelf duidelilk ig, dat er allaen maar lete t.o. van sen
: bepaale cofirdina tenstelsel wordt bewesrd.
In {2.96) gaat men van gon levsnds :ﬁ.mex tot ssn tioﬂe indax
. over. Dit proces heet het Smoren van sen index {tc strangle). De ge-
smoords indsx most hetzl) door amlere plaatsing als In {5.9) hetzi]
~op andsre wijze {(zie lster) duidelijk als dods index worden_ gemerkt»
Omgeksard kan wen V* construsren uvit de scalairen % mst

behalp van de vergelijking oA
5.0) e wer
of in algemam momimatea ; %Rt
5.11) o AR N

{5.7) an ( .10) stellen mumerisk prez‘zies hetwlfﬁe voor masr meetkugne
dig geeft {5 7} asn hoe de kentallsn verkregen wordsn door projactie
sn {5.10) nos de vector vordt samengsstézld uwit zlin componenten. Ine-.
derdasd zijn dan ook (5.8) en {5.11), die meectkimdig: hetzelfde wvoor-
‘stellen als (5.7) en (3.10), volstreg.t niet meer numeriek gelijk.
: Uit €5,1),(5.8),(5.11) en da corresponderends vergslijkingen
voor eavazzmte vacta'fen volgt '

]
' . % W & , k!* ki-. é‘ P
X

k
- Wi geven sen msrbeeld voor n = 3. zij ds transformal iz van ’& " x




~ en bijgevolg vmr de cwe*gang ven de maaﬂ;veetccren wan(!i) tot de maat»

By vectoren van (}Zj B atek ko= w k.
O ?: Al &k Re a.
ap o gme | gtaer b iohod

’ - ’ e ® A * ?K . ) 'é \ 3 2€3N2€z .'(é

gﬂ‘%‘ 'ﬁk*g‘f‘

0
- ' é;‘ = -—«g, +?QA 4-%,
_.‘Dit kan wurden gaverifleerd in 4’1g 3: - :

.. . R ° . ‘ : . ‘? . - r"

. Het v}f&k door het uiteinde van 2  evenwijdig asn e:

. 7
an ':7 heeft de vsrgelijking Coxle 2aa 3,”
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T(5.13) masr diz van (¥.15 a) de gesniegelde t o. van de haofﬂéiagcma&l
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' Een affinor, invariant vecyr menging dar p indiess, hoet gmﬁz@& in
dle indisss. Hen z?c-ss of eoubravarisnte affinor symsetriseh in alie in-

dizes heet Lspscr.

1) Het woord tensor sorepronkslijk uit de slasticitsitslser ontegroten
voor ssn symmetrische aflfinor wordt veslal ook voor alle affinorsn ge-
bruikt. Het betere woord a7 m@? dat aan de t@ngmﬂslag liggends
afflzae groep herinnerst, is van F J!mg
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, Ssn affinor invar!ant voor slternatis ovar p Iindices beel glier-
wamsxwm‘m dis indices. Len eo-~ of conmtravariante afflincy van valentis
nating; 3 ,Symtetrisch in alle indlcss, heet sen p-vegtor 1), Aangezien alisr-

ms e OVeT masr d.a.m n indlisces al®tijd rul goaft,; sl jn er alleen o)
veoctoran voor » & n

Dpraves Verifieer bev. voor n = 2 af n o= &Su - o v i
AN . . H ez} |
SRR LD oD, 3 Pl T Bl gt
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{ or ontetaanmiaffinoren van de valentie 2 uit een affinor ven de
valemle 4). De gesmoords indices zijn dood. Zij worden boven of onder
de % m,zette:* geplaatst of ocl, wooral als er weel gzijn, ter plaalse
met { ) of iets arders geuwerki,

Indlen in eén inveriants vergelijking links en rechts deselfde ine
diceg worden gesnoord, dan bLijIt de ver e}, jking invariant. Maar in-
dien links en rechty de gssmoords indizes niet deselfde zijin, dan biijfs
de vergelijking wel rumerisk waear,szolang men het cn&raimte%telg@i

nist verandsrt, maar ds inveriantie gant verloren en het teken =
most worden gemmiy“e‘;e 3o =3

| 5 , Tk) 5 {3 ’”f Al “
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| i, gggg;‘g;gg De papg van een gronﬁtem t.0. van =en ben&md stel
, imimz “is het zantal linsair ocvafhankelljke groctheden dat men vars
~ krijzt als men de gudere indicss smocrs.{of ook indien men de andere
- indices achtereewvolgens z} hun waarden lzat deorlopsn). U8 rang .ig
- eon srithmetische invariant voor slle Bosgelaten codeiinatentransfor=
matd.339 Uit de dafinitis volgt, dat de rang t.0. v. zekeTe indilses ge-
| 1ijk iZs aan ds r8ng £.0.V. alls sndere Indices eﬁ dat de rang H.0.Y.
| alle indises 1 a:mzs *vivﬁaaz, is.
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: é&&mcm@wmw .
‘s ¥ de rang van een grootheld %.o.v. sen index i dan is het aanbal
lir. v onafhankelijke vectoren dab ontstaat bij] het mmoren ven de |

ans. . ipdiess juist r. De vergzseeling van alles veetorsn die vap dsze
Liu '.'~';t~~a~?. afhangern met sealalre codfficienten heet het -gebied (domain)
yar ,_g};ogmeiﬁ, Ziin dege vectorsn contravariant dan is er een Klein-
sts . waar zg alle 1zzliggang zijn m covariant, dan 18 sr een groc«’ﬁste .

,.;“ wear ze alls doorgaan. Desse % heet de drager(support) ven het
4 —gebied. >
Joorbeeld. Gegeven sen Eﬁ g0 o8N Ee, die pgeen vichiing gemeen habben In

f,, P Govraagd sen sifinor E@ 5 van de rang p,wiens ¥egebied als

W
*ageﬂ s %, en wiens {3‘ ~geblsd als’ d?ag@r dz Slhse.f’u en evenzo een .
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8 8. Tensorsn.
Het aantal onafthankelijke kentzllen van esn tensor van de valane
tie p is {“%ﬁﬁ*‘~;
-

Het géﬁﬂﬁﬁfi@ghe aeaTd van de tonsor %%““% %ajﬂﬁ“, ' is ie
sen geﬁeatreerde f;w-de g{ {hvpereyperviak) met ds vurgafnj

w": ;}
8;‘3} ' : 4&.5’“. ,.4; S !*’ég 2
in pun%ac@rdimatema De rané 2'van sen tensor is natuurlijk gelilk ¢.0.
v. alle indiees. Zr is dus slechts één drager, een iﬂ , met de wverze-
lijkingen . )
Ak, L ¥ us 3 .
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Da E{Mq {8.1) is e¢en eylinder bestzande uit ©€ é; 4 alle met deg
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8.3} LU Ry %M #,,
bestaat alt ao™? §’ ;d1ie alle 82 up (ﬁ 2} bevatten.
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Het geometrisch besld van ds {snsor o fi !
45 in sen ge@éﬁtfee?&& 5 de Xﬁﬁmet de Vsrge?ijking
p - o
}4} % a, ‘-na“ﬂ

i hy?°?V1&k”QGTQLR&tGQ ihg* Mon E@n hiew soartgéii*ke beschcuwingeﬁ
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. Yoor de rhysice iz wvoorsl de tsnsor van de valentie 2 belangriik.
Het geometrisch beeld wan ?ﬁa 1s net tweedegrasds hypercppervlaks
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en dus xigmd,fae ind sx e dezelfde signastuur. In dit geval noent men

TR . D . x o
¥ oen Fes, BRRS defindst voor S=o,; gegatlief da¥iplel voor fave :
B MQ fmrr LEELTm | Het yomansah beeld van Pe) iz hetzelide
hyperopparviak {(8.5) welks vergeliikingen in hwwrvlm:mﬁr insten lui=
den . N ' B
8.8) P b tiyT ¥

Voor p = 3 voert dit alles tot het bekende proess wan het bLe schrij‘ =
ven WaAR aen ﬁwedagraa&@opmarv‘?af ton opzishte van onderling toegevoage
ds golrdinastassen door het middslpunt.

Pg stelling ken ook in eaﬁ& aNders Vorm wazvdegz u__tgegp’”okera. ”f':,s; -
de rang van ds redle tengor P dan bsstaab sr altijd tenminsts een
reele m:%zmr @%9 20 dat da nie-‘t verdwijnende kentallen van
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8 9, p- Ventoresn.
Het mantal sunathankol ijke ksntallen vgn sen p-vestor is {;\}
Zen u vestor hesft dus &én onafhanksli}k kental b.v, a7 Kaar

iz niet invarisnt en een n=vestor-is dus gesu scilaw. : .
Nist ieders p-vestor ken wovrden gsschPeven als ket slternwsnﬁ pmdu*@

gl
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.Ls deze voorwaards vervuld dan neat ds p«»weﬁmwwﬁe‘i‘vmﬁig e er geldt
sen vergeliiking van ds vorm (9.1) mazr de factoren zijn natuurlijk
alet senduidiz Yepaslid. VWat wel maae&.ﬁ 15, 18 de ¢ Jm(aer ) ,dis door
deze vectorsn worddb cpgespeannen sn da ile"omi van het door &eze vertoren
in 5 bepasalds paralilalepipedum. Als beeld van de p-vector kan men dus
nmﬁem sen desl van een &p met sen p-dimensionsls schroefzin die door
volgords 4%, -, v wordt vastgelegd. De kentellen zijn de projsciies
va:a ait £, -desl op e cobydinaten £ %, gemeten met de parallelotopen
der mesatviotoren su B.v. T P  ig positief wanneer de mesgeplojediser-

4

ds schroefzin mrmsp&n&garr met de schreefzin vastgelegd door ~;ﬁ~"*‘ ;&"

in deze volgords. : ,
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evenwl jdig met de ém,ﬂu door 0 en wearsan een u,wsndige se:hraelen is
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gylinder zmst de eodrdinaten 5, 3 9gami:@$z et d:? paz*alle.:.otopen der maat=
vectoren zijn de kentallen en bem wi,.. . 18 positief indien de schme =
zin om ds buls sorrespondeert met de sehmefgin vastge,.@azd door & we
in dezs va‘igewdea s
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Hen n= vestor is na tonrlijy alti)d sokelvoudig. Masr men Kan be-
wijzon, dat een. {zd-verztor ook altiid am{@*ku‘ig is. In 5, besiaar
dus alleen enkelvoudige p~vectoten. Een niet enkelvoudige pavuctor
‘Ef.an aitiid pesshreven worden ale een “2ow van snkslvoudlige peve
Y zﬁ?: ‘ feoee d i&%}”’ fﬂﬁ,} ’5%*’: ) {wf‘f 3
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Men noemt dit een decompositie in Diaden wanneer ﬁ&u santal blsden
2o kiein mogelijk dg. Dil santal is netuuriijk voor sike gsgeven 1=
vector esn aritrumetische invariant. *faar p® 2 en ®n=-2 is er van de-
za invacriant "e:nig bekend maar Wwor p = 2 8n g = n~2 is hed klesinste
aantal bladsn y?‘*é.,.eﬁ gelijk asy de rang gedseld door 2. Ve Bewijzen
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ﬂaae:maimpt ms$ sen crneven zantal rijien an kolomman altiid nul is an
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Uit het teit daﬁ: het minimvm santal Bladen van een bive ILOT van
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Ben n=vethor heeft slechts &3n kental en twee contravariante of
twea coverianlte nevectorsn zijn dus altijd ”Eiié& op ssn ssalalirs
factor na. Het besld van esn n«vsehor ig een nedimsnslionaal volume
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b epe R s 7 oy
. . ‘ --i\. Koy, ~o Ko
ﬂ}h {%‘;2’*:“%' {‘-f T, = .1."{”:’” !;v"'*;.;?:‘; }‘f\ g >\'f ﬁs P § Iz
s b "§~w4 % ﬂ'-‘
Bsids vergeiilkingen drufken nit dap @

Fopees = ’;"'*w

‘ ,:’ g 5} '&%}&W ,.,.Ji&ﬁ = ;’1’3&
i ier«ﬂ;: rdd o,  B2n0 sWen permutatiz van Tgooe <32 vcﬁrt;tsli:, &eze tog=
seging  Kdn wordsn benub om aan te fonen, dat een {(n=2)-7gctor altija

kam worden ontbonden in ten hoozste ¥ n bladen indisn dii voor sen bi-
weohor al beswszen is. -

B 90, Diehthedsn iéensiﬁ;f‘fés}

s maeat Delangri
1

camr%va%apre pevouhor-d aaimm m < "c‘:“"m@ ven he% gewiszht + 1 en

ds covariants neveotor - & -dichitheid 4@%' © van het gewicht -1 ge-
- deliniserd door de yoor jledere B A ‘ .
.gocrdéﬁ__,afg; *"?:el”;;_t geldlzs ver ga.i..iﬁ; 0Egen.
P )
. . PN e .
-‘200‘;} = A A ® e
- = +3d § # - i
PN %‘”h"

)
v,

zijn deze groothedsn on-
sbelssl. 21} spelen een=

In btegenstelling tod. i
: naten
‘Powils als oefening de inva-

B0 €. i,
Cafhankeliik wvan de Reuzs van held cadr A1
zelfds rol als ds eenh ei@h“‘ or A o

riantis van {(10.9)). - ‘
De grovthsaden kunnen wor der gebrulkt om gan esnéénduif}ig verband

te leggen tussgen contra« ( co-jvariante pe-vesteoren en co-{ contra=-) va=
riante (u»p)«vee%or - A -dichtheden van het gewlcht ~1(+1):

F) Degs taemsging is matourlijx nlat inve
de keunzs van hei eodrdinatsnstelsel

nt. daar afhankslijk van




i0.2) ,: Lﬁ?ﬁ) 4 fa{ }‘L K ‘;; d?% )
e e Py vy €k,
W, b (3 = '
R -w(’ﬁ)"-“’- P ok AR N Wl
FE e & |

/M?g,u» },&, %Em{) o /;;«P S Il T “"'k’*v

of in kortere vorm "'*M}'j e ”kp“ ) ’?ﬂ
| ;;}xj_ " .,,é,.; ﬂm*"/‘w -
| 3.'/4’ = }(p‘xm‘w
1383) fg‘;;;.‘#"é" 1&4\;’ m{m Bﬁw Mm .
IA'Wﬁ l L e

e houdsen de keuze vand(d LS vzog 7ri] om te kunnen aansluiten bi3 dg
iater in te voeren 1ﬁen{if‘1@erixsgen van grocthedsn.

Uit €10, ziet men duidelijk,det de Kentallen van sen co-{con-
tralwariante) p-v:-stor cok kx::mezz worden opgevat als kentallen van ssn
: contra«(ec-»)varic ate (n-pl-vec - A-dichtheid van het gswicht +1{-72.
Br ig dus tussen lazs grootheaen gearn verschil, hun geometrisches beel-
Gan 2ijn dezelfde an het gaat allec:n Maar om ean anders notatie voor de
ksntallen. Deze kun soms gomakkelljk zijn als a-p<l py; nmen kont dan matb
winder indices uit. Bijvoorbeeld voor een congravariants me-vestor i,
is het gemakke?ia.._ ,%, te schrijvsn wat de aefinitievergelijking, -

| - ) .- Fom,
10.4) N’%LJ‘?? = é»ff;}- :}'j %W.o M(R‘)g% ‘5")”:..,9

¥en hesft dan gee: indicas xvxdigz Ds fGransformatie van dg als sealairs
dichtheid met ha*’ zawicht -1 luids .

Pt
10,53 o '] =a 49 D07

Aangezien er geor index meer 15, most er iets wesgen om hel codrdinaten-

steslsel aan te dv den en dat wordt hiar gedasn door de KX en ye'" tugsen

haken. Waar geen alsverztend mogeliik is, kan 41t teken waggalaten worden.
Blijkens { 0.2) corrgspondersn é“' T 2 &0, . 86T

met de getallen ‘;mnf’éa o0 ¢ wp) % AP

. Volgans dr lafinitie m«g & rss*rsch‘& llen gewone dichtheden val e
dichtheden allesn door het opbreder van (4] in plaats van é in de Lrae
formatieformulen. Oit sc:;}xee,,.« natuburlijk niets bi) de groep Scz (&= -g-;)

en dij de groesp Y inen dus daze dichiheden zeildentificeesrd worden. MLt
ig sen tweede woorbseld wvan lduntifiec lar:in? van grootheden als wmen zi2h
1ot sen ondergrosp vanin, berarikk,

*Om de mes ﬂmrf\iﬁe na& sxenis von gewone dichtheden te vurkrijzen
beschouwen we de a&yﬁ&l&.r (zie § é} p ﬂ» transformatiewljze

a@.é}m : f Z 3"'} - gk‘?

Is ﬁD{? <§ dar neeft | . i Jdezelgie weards ffr-} EW,J dezelide

schroefzin hebber ar de wagrde -1 in net sndsre geval® 1).

Eat meetihundig -bislé van p iz cdug olets anders dun esn schipoefzin vwaar-
san het getal 1 s tsegevosgd.

Ig ,gb“‘r ~¥y ser; ;ﬁ odichthaid wasy het gewicht +1 dan i3 het duideliik

Ga% KoK, “hen égfewoz; dichtheid is. Dezs groothsid hssfti

ra dezelfds kents L’éf& a}s krten opzichte van isder stelsel met

- Gagzelfde sehroafuin 21s a.r ter ogicite van deo andere stelsels heb-
ban de kentallsr ae? het anciez‘e . tt-'f;ceﬂ-.,, o g

. . - i

i) ?hysici sprak:a vl cens van 1isuloscelar, maav dit woord is mk inv;
andere gin gerruink. -

7



. 1% w
ey
~ Dat ml zaggezs, dai; ‘wt me%mndig bee@d van '&9 prp-cf.es hetml‘f&e
- 1s als dat van, ,g,;, ~% d.w.z. een desl van sen &, o maar nu niet
Comet een ulh ig om.antering maar wel met een (schroef er in
. an niet er omheen). Us gewons divhtheaen vormen dus inderdaad een nieuve
. kKlassze van groothedsen. b, b ‘
. Vermenigvuldigt men een pwectcr w7 met 4;. , dan krijgt men
- volgens definitie (86) een W -p-vector en hisrvoer geldt hetzelfds, , hetl
T omeetkundig besld blijft hetzufﬁe behalve 4dat m: de inwendige erientermg
. door een yitwendige vervangsn wordt. Hierult volgt, dat een co-(contra-)
varignte p-vectordichtheid wvan het gewichi »‘i(+‘i§ hetgelfde is als/contra
- {eo-)variante li/={n-p}-vector. Inderdead kan men nu ook weer tussen de
¥entallen dezer beide gro epen een eonédénduidig verband leggen met be-

.“‘i’mlp van €k S one 4@,}’“’3",{

33}* ~ - ~ . ,{47};
. Lh =iy gy &2 ' v
?Gn?) . M%& i % = %;?6} s 'ﬁ'A;. }Fkﬁ*i .- kﬁa 7 e | ne
e v : :
X ' Yo% : o
A Ky w218 Ay N ey - Moma
o ."5 WAJ""?‘P € g
Ml’rpﬂ}s }fﬂ C""/J ﬁ ﬁ; R 5 év }" Ap k}”[” k‘h‘
. ﬁ ‘«é:b ‘J o x f
% Ed fw" ) *’g ‘ | 7= TRl oo
Ay dpa PASY R VD S )

af in kortsrs vorm :
U, - prp™ 7 U e s
. ; N .

. ,«ae i #»
44(} g = z) /faf """/v

De keusze van JFeen 4. houden we weer san tc% later.
o De gewons :fgchthedwn £iin & dichtheden, dis in de v yaor
10 s tszamen met de gewons p~vectoren. Bijv, is in de. klassieke mea
. chanice sen massa per M.V. (maatvolume = volume van het psrallslepipedum
der affine maatvectoren) esn gewonme scalairs dichtheid van het gewicht
+1. Ben strocsmfchtheié is een gewme contravariante vefztordichtheid

- van het gewicht +1.
St Wi} spreken af sls hoofdnotatia voor esn Fawvector steeds ,Va(f,
* . en ~ te beschouwen en als tweeda notatie ) Y
g,%, :q.,,,mam - Evenzo woor dichthsden rxg & . an %, b
) A hoofdnotatie en e vy By, D G P Ko ale tweede notatie.
Hisr volgen twese oversichtstabellens ' . |
. getsl hoofdnotetle twsede notatle gewicht oridnterisg
| T sealar  aexdgov. triv.§.dichih. N o
e s T oo, Triv.gaie =7 ) s teken
: e : '3:}‘ sontr.teiv.{-dichth. ﬁfl)fw 3 -
k, /‘p 2 .“4"‘?-;.‘,»";_\ - conty,veetor 42)‘ cov.biv. &-~dichth, =1 inw.
c 9)?' L IS cov.e vettor 7% econtr.biv. L-dichth. 41 uitw.
i @ { MA;»5';;.1 . eontr,bivsctcr]é{ eov,vect. asdi-::hthc =1 | inw.
* ,ﬁ o e .
@ Ao cov. biveator @ontr,veet,éfdieh%h, - uitw.
;,‘f&“—- % contr.trivest. £%Mcal. O-dichth, =g 1 schroe P
cov. trivect., Y27 scal. Q-dichth. +1 T

ZM%‘ ‘ | - Liak
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'? é:;-&b A A TR S <R
w MR any . triw . dichin .,
g’i: eoatr Briv.aichla.
}ul,j;;-g
-~ ) ;¥
2ov, biv. dicghih =g -v"%mi;mk&%&t, uitw.
ﬁﬁﬂtr‘ub‘i"?d‘h chih, +% w 2oy Wevact. inw.,
; co¥.veetoralohth . =1 ﬁf% centr,kf..bivecu. uitw,
A7 f%  contr.ovectordiehth.  #1. 270V Wlvivect. fuw.
Y . T4  sealar dientheid . f’ﬂm contr B trivect.) stok
4 . , ek
g’,g sealar dishiheid *1 gy, cov. # grivest, )
= : £y B

8 11. Ds fundamsntaaliensor.

Ix:é;uxntroduaerea wi} =en reehs trnssr met de rang n 87 col
stante kepntallen. Voor de onmksring ? sk ﬁehz? “va wa Kort »y"‘

Dege tansoren heten de go- en W&&iﬁm@m&gm

Een ,i‘ u.;*‘gsru*t met sen fundsmentaailtensor heet i'ﬁ%

Irs is dea mitdrukkipg

l

1112 i a9, O
een inveriant van dis de lengie van ':r genoend wordt 1). Is 3?&

indefinlet dan kan j »f%“ﬂ‘ zowel »0 als <O als =0 zijn. De vectorsn

met Ilengie nul heten m*vgmoggg on willen de pulkegel met ds %ergsliju
king .

. 1y A
11.2) o gag X ® =0
Yoor sen definiecte fundamepntaaltensor is de nolkegel imaginair. Is ds

nulkegel redel dau vordt de gew@trsgrﬂ@ verdesld in twea delsng hat
+-gebied waasy 5/2 yf?'p“%@ sen het = gebied %aa,, ;n,) ,p-?, «ﬂ,g; &

Twse veatoven # en ¥ Waar*?aar geldt

11 ::}J ji}&“ %ﬂw =0
haten ggdeg;gﬂg ;aagggﬁé IiulvectoreL 2iin dug 4s enige va@toren diz
op zichgelf lcodrecht stasn. fHaar aanisiding van dezs c‘ief’i itis karn woov
twes vettoran, die deide in hat *-gebled of beide in het - gebied lig-
gen;de ingesioten hoek wordsn gedaliniserd.

Gebruik makend van de stelling in § 8 kan het colrdinatenstelsel
26 gelegd worden, dat de niet verdwijnends kentallen van 4 A, 8 é:,.“% ten
opzichte van 41t stalsel(R)! A< -mzijn \ 7 Ak |

Y e ' - + : 4-'.‘ . ] .
=70 s G ,;3;.;, R o Gmm=Fi,

i1 ,4) S, 547

% , | L |
ety o LgT=migg Swp Heo 5@ ST

Hen dergelijk stelsel hest esen ogthogcggalstgg §%;g, Be %z'aa?vecto«
ren van sen orthogonsalistelsel worden geschreven en £

iss o
Voor san orthogonsalstalssl gebrulken ws altijd latijnse lepe;de indices
en varticale vaste indices.
De fundamentasaliensor voeglt aan glkes covariante vegtor &8n enkels
contravariants vector 62 sn Ougekserd

1) De ruimbe der rai.ativ tictstheorlie is sen '!?% met .Jigxaatuur o e e

Indien §q, Bk gy ig” Yor d¢ in plaats van lapsgie fmk wel van duuer
gnspraken k



”""*"-,,- g%{“""}ff%ég .
Deparuit volgt dat in esn ‘@“ en wﬁ,, mogen worden beschouwd als bwee

soorisn van kentgllen voor gvfaxz en degelfde groctheld, de "vzotor® dle
men naar believen door een pijl of door csn gystesm van twee para llels

g;, , g met een pijl er door mag voorstellien. Vandsar dat we nu ook
deze beids groctheden dezelifde kKernlshhoer geven en ‘sehrijven

rd fd k
‘Hm) *e* @,..;; 'V}J ’J’:wﬁm“" ;
- ~ N VE 398, Men kan 41t prodes

k § ¢ 3 0¥ :
Y Qc;? ?k?n 5 ?“*‘39’3?3‘23 g
De wergelijking .

1.8) i |
3 ?;@5’ = JM 9 Ry . ,,_ff‘b,
' e@hi'faa"éigz nuI net gebrulk van dezelfde kernletter veor §,, eng

ALs voorbacld baschouwsn o
op het cf?;h::yaraga codrdins-
t@n*teise}."‘; A= 2 in esn

g 4

% met de fu ﬁamentaal%ns”)w
Fi

: ‘ ke

de wechoren &4 an 457
“ =2 e g,
11.90) .4;*’%4) arts g

Dezs veetorsn zijn onderling lood-
recht en vobY U, en 'irﬁ vindd men

6‘2»%73"2) M@ we £

4&‘* 7. ’V’:z"s "‘.g‘ A

it de figour 2zieb men, dat Gé orienterirgen var{»& end, a:eli,jz gey ie.‘ew
zi,m gn dis van ¥ en“v"‘k tegengesteld gericht. Dit geldl alpgemosn:?

De orispberingsn van ﬁﬁn contrayarisnte vegto e on 2l n tospevoesds ,,

:;;L gel dgj{ gefimt als v&ip het + gebisd Jist en tesensssteld gs glmm
ais v7in st - i i 1igd. Duss
Om van esn vector ¥ met lemgzbe v-g¢ de veotor A 4s ma.ken; 20fi-
struseri men twes evanwijdize viakken é ARt op sen afstand e @D
voegt daaraan de orientering van vetos als 4k in het + gebied iigh
en de omgekeerde orisntezing in het anders geval.,
De maatvectoren é't van esn ari:rzogq:aaa.; mgsteam z,mrs kmmalij%c Sy

éwlms osdrocht. Dz betrak (kingen btuzzser deze =zp de covariante masives-
Gtoren 4o luiden o ‘

zmds
=fy
-
madh
o
[yt

C-Z

ﬁ;. . 'z';,t ',t]@ g

$1.12) LT s L Re L gk (Ra TR R e
A 5 %%'1 ‘ e &

en veor de nrthaaozﬁa},a izem?aiﬁea van zen vsobor gsldg

4 e " = ’33” ‘:v . Ao

L @"V":g LoReledy e
Men controleert dit alles gemakkelljk aan de ha:ﬂ van (1
gonale cofrdloaten is de lengie van a4

J'ruan-an—r..m T RS LA DT IS T ST A e g vmmg»& had
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en de vergeliiking van dg nulkegel iz

5 / ‘ Seh BN A, Ve
11,950 =0 <o e 23 ® wx & R FXE =0

< Ia sen ®, nzidn de rolgends nn‘?ecztcren op het fTeksn na vastgel egd

k;' :k‘ ‘z& . 2.
19.16) g’ Tam ! 2 .. L'M”"“ yodees AT og,
£ l,‘«f} . , 4 d‘g' f : .
i; fzh “’”r F‘ A “j ‘s‘q? " oy ‘?

Hun meetimmdig tee&a is ha%senheidsvohm voorzian van de schroei. zin
- wastgelegd door ‘5,5’& car b in deze volgorda. Het teksn wisselt bij

-,

. overgangz tot ssn_orthogonaslasysteaw met andere schroefsin. Wij ondar-
scheiden in sen K nitesds g &@g%@ﬁgig&n £.v) vastgelegd door de fun-
dameniasalisnsor en maatvoluns (m.¢.} zijnde het paraliaslotoop der maalt- .
vectoren t.0. van esn willeksurig affise - eoordinatenstelsel. Ds massa
per m.v. is esn scalaire dichitheid maar de messs per 8.v. is esen scalar
ale @& funﬁ&mentaa,gtanscr vast bLiifE.

Het kental 5%; wlzat zich opvatten sls sen kental van een se¢
lairs ,ﬁudichthcm van haeg gawicht +1.

11 .17} _ ~ m&'m'; = %3

&n evenzo aarraspeudasrt %:"“ - :ﬁet '7/~

Indien Lu eenbvsegl&r mat kental + i t.¢. van alle eodrdinaten=
stelsels met dezelfds schrosfzin als h dan is

. : . . ¥
11.182 N -
sen gewone scalaire dishtheid van het gewisht + 1 en daze dichtheid
heoft weed het kental + 1 ten opzichte van alls orthogouale codrdinaten-
stelzels behorande bij ﬁ; D1t komi aatuurlig doordat (4w de tekenwis-
seliﬁg waer ts niet doet¢ D@zsaa.stamt in ¥ nany ver rband met i%w Indey-
dasd is

) : - ] ‘ f
11.19) ?ﬁ@z } Wﬁ?};w:’ g [ g[‘ﬁ T1°° " Foalaii
een dichtheid van het gewicht + 2 en de.a*—:c [ﬁj .;,.-’}‘vglg%: - “‘f
11.20) o ,,g; = § 4 « .

In tegsnstsl Mmg tot 4 heaft 4. geen schrosfzin en dat kemt nit, eon.

Pundamentaaltensor ligt immers azllssn sen maat vast en gesn schrosizia.
In de gewone ruimbe geobruiken we dp signaturen = « = gn + + +,

De sérste iz belsngrijk wegenz de voorkaur éie de signatuury = -« ~ + in

de relativiteitsthecriz ganlet.

A Zodra cen fundamsutaaltensor is ingevosrdi kan men voor esn gege‘ven
Lensor Z”" de vraag stallen of er ook vesclorsn 4% zijn, die aan ds
gyarpelijk é mﬁ . ,Af» ‘ :
i1.21) W v = Gﬁ?:«w« | |
voldoen, wearin o gan p&\saex}d gekozen scalar is. Sehrijft wen deze wer-
geliiking :

. £
AT e,
11.22) NIt T W a
dan volgt ommiddellijk dat ds rang van : niet n ksn zijnq
Bersts voorwaarde is dus | M 5 A
19.23) et (T, ~- 59, . \ -

Dit is de zogana,amda S«vefgelijking bekeuél uit thaorie der Emadrati-

sche opperviakken waarvan bekend is (voor reéln'?% en definiete %

~dat zi§ 'allasan reale wortels bezit. Zijn Ten {7 "twee ongelijke wo tMis

en zijn g'#em ¥ ~de vectoren dlie voor daze wailrden van (" aan (H 21)

voldoen volgt ‘

‘ii 021;) o . e ﬁ‘ ”.‘;’ . VA’:.'V o K ’ ._"’ . )
V4



en dat is a2llesn mogeililk Aﬁ&ieﬂ 'u .L,ﬁf&r en bovendien

11.25) /g* T *‘f‘"ez}

Iz ?‘een m=voudige wortel wvan (1%.233 dan kan men bewidzan, dat de vece
‘toren dis aan (11,21} voldoen voor = @, juist alle vectorsn zijny dis
in sen bspaalde ?? in #, liggen. In deze .d? kan men dus oprevesl Wij-
Zen &r B on&erling loodrachte uitzosken, die” dan sik loodrecht staan

“op alle vectorsn, die bij andere woritels behoren. Op deze wijze krijgt
men n orderling loodreshte vectoren, alls voldoende aan (11.21). Legt

- men een orthogonaal szodrdinatenstelesl in de richtingen dezer vedtoren,

dan volgd D WA
o T v it Tee e if)
2n daarmss. iz bewezen

Hoofdass

Is de fundamentad isngor é,mz,gnw

tensor dan is het altiid mogel] k”»sﬂ raesl arthozonasl ¢
sel (W) te vinden zo dat '

Er bastaat een correspondersnds stalling voor nivectcrpn:

2-2e-cak 'f?
‘53»;- 2k 5, <7
¢n zodat duse-ds biveckor antbonden i3 1n‘% r oaderling loodrschbe bla&sn,

. Het verdisnt opmerking dat noch ds hooPdlzsgsenstelling noch de
hoofdbladenstsliing blijven gelden wannesr de Tundamentaaltensor inde~
finiet is. Dit ligt daarasn dat de tensor of bilvector zen spaciale gtand
- zou Kunnen hebban t.0. van de reéle nulkszel. Yoor "slgemene sbtamd" biij-
ven de stellingen galden maar dit is wvaag en voorzichtigheid is geboden.

TI1 IDENTIFICERING VAN GROOTHEDEN HA INVOERING VAN EEN ONDERGROEP VAN Cr?';

8 12

HBen senheidazvelums is gegéven door een zewone scalaire dichtheid

van gewicht + 1. Men kan nu p-vectoren met g-veztordiehtheden (gewieht
£ 1) identificersn é&n p-vectoren met p-vactor- & -dichtheden {gaw.x1)
volgens het schems

e e e W | by & ™ e . aa
12.1) 9" g T 4’3% - ‘E’Z""" k}*,
4@73. = 6?“f¢uw 44r
Al”‘xfﬁ A “B’b} , ’w?kz%g 67 S T ’}"/‘*‘

Indien od bahacrt bij de ”un&amentaaltensor C$<. ageaft dit in ortho-
-gonale ken+allam

- ) {As-af : f"'"f . fy{ﬁ‘:f -

12.2) %7 I A TR g {"'f/’
/}f v',- - ?".‘ Iy o~ . |
,/;y" . v'%&, ’re % ,J M&-- ,w— R

”’ RPN



- Bes,ahﬁuwan we in g? 3 dg; grootheden

2.3 .
w3/ ?* e
A
o ”m%w' Ay
den geeft 41t de ldentifizeringen
| | , N P
: /9’ - ﬁ ""Lg -
12.%) g:' 7 % /
A N
g fereeg®
Fegad®
Deg vier grootheden hsebben nu 31k twee meetkundipe reprasentatiss en vier

notatics voor de kentallen. Overconkonstiz hun ﬂenvcﬁuﬁ.igst msatkundig
beeld wordsn zl'* vwlai gemem&“ polaire »»‘gg&g; poiaire bivest
biveztor en axisle vechos

Indien wij (2. 23 vmgmijkeﬁ met {10.3) «n (10.8) dan wolgt dat
teneinde oversenstemming e hsrelken da nog vril] gelaten exponenten asan
de velgends voorwsardesn moeben voldosn

12.5) &p H"’ﬁéf (ot 2 )y ‘%ﬁ““‘%ﬁa ot ).

£

8 13. Introdushie van sen fundamentsaltenser(oudsr-grosn g &)
‘ Ha introductic van 2, hatban wil ds volgeme identificeringen
‘ L LN % 'g; "Mﬁ ~
‘k‘,} ¥ fa ,!.";}% géf’ Fi é‘kﬁ }& P vﬁ "M g‘

” ? - “?‘ I"a i o) 3 Fe ” ﬁé g&ﬁ;&
P Fye - ,‘;ﬂ’{ A . P"}a i ¢ ke 55’ s
) ﬁg {f? &, Ay .,5; yg "9 %

of in orthogonale kentallan, indiem f?;;hm, aanta.?; ~ tekons is onder cive
zerste p tekeng van de “rﬁ gnsbuur

13.13 £
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sarasn we als er sen &Qhrcﬁaziﬁ is ingevoerd (wvoor naf@ﬁ no de gestip-
Wlﬁm fdentificeringen) o o wv& 70 . o E, en i, 4yt ﬁ?

: M s s A Tl ,
: Mh als gevolg M =%, ¢ £ ste, w . w .

gm toevoegen zodat althans voor deze waarden van p da schroefein 1,2,
34 men iﬁ#?hig}ﬁaaﬂmﬁu rol kan spelen. ?ocr P gven lukt 4it echter nist,
Wil m@n.fé - J" gtelien dan zou volgen ﬂf”y 47" Uiteindelilk krijgen

we due in ﬁame %} metl gehroefzin twee scourien groctheden, de vector
@ﬁ 8 meetkundlge representalies en 16 notatlas voor de kentallen en de
biveetor met % meeikundige representaties en 8 nclacies vecor de kentallen.
Laat men de schroefzin weg z*an krijgt men drie w@t}?tﬁ’? grootheden, vecior,
bivector en Lrivector elk met % mestikund] ze rvepresentalies en 8 notatiles
voor de kentaellen.
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Worden anderas variatelen gaimrmﬁnv‘“w*’-d

¢ A4 w?
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humner kentallﬁnu :

Zijn de ;ﬁkz linealr homogesn in &Bjﬁ;a hemsgeen algwhraisch in de

> ,,; en conafhankelijk van de afigele iden dov A d.an hest het gecme xmisd, A
, Gbéem een geomeitrische groctheld. “
: Is een objest gedefiniesrd in elk punt van een xakez gebied der
ﬁan ontstaat een shlectyeld in dat g@bied, Ondersteld wordt a*eedsg dat
&a kentallen pnalyiigche funciles der cclrdinaten zijo.

- Een punt FK la een wbject mear geen grootheid. De diffezenbialep
Z§%  vormen echter eem grmagneid, het liinele egnu

. 1761) S dg ot f”’.;( d&/f

(17+1) leert, dat fé; in elk punt de grosp &g induceert. Bijgevolg i:
aan leder punt f“f dey ﬂggeen gecenireerds fl toegevoegd, de lokeis P
van dat punt. Het is gebruikelijk het centrum van & met # te identifis

cergn. Twee locale é;*s in verschillende nunten hebben niets met slkaar
te maken, met name hebben zij geen enkel punt gemeen.

Aangezien er in elk punt der X, een gecentreerde lceale ; is kune
nen alle definities van grootheden uit ho%fas“uk IT senvoudig overgemou
man worden., Het enige varschil is, dat Ag‘ nilet langer een stel constan

tanfvoorsqelt maar een stel funcities der f‘ namelijk de afgeleiden der

f naar de ;k

Optelling van grootheden, vermenigwvuldiging, overschuiving, enz.
volgen dezelide wetten als in de é?maar g .leen in &én sn dezelfde lLokale

. Grocthisden in versohillende €'s kunien niest op deze wijze gecowbi-
neerd worden. leders ioksle &, is eeu we'eld zpari.

"
Om de maaztvestoren & verkrijgen voe-en we 2 scalairen # ing nu-
meriek gelijk aau de g*‘ ~

“E e o
* h t—d

) dan verkrijglimen bi) differentliatis de voigende bebtrekkingen
4 2

a) ‘E = contravar .ante maatvechoren

o} w%? «J? covariant. maaivachoren
Pﬁ
&
- ) & ﬂff 3
ff'3)a5 g:; :Jé Kronecker symbool
X dﬁf ;ﬁé“
a’ .Ah = k- eenbheldss Tinor

1} De ﬁgf 2iJn dus fuuctlovalen. Verg., Schouteu en Haantjes, Un the
theory of the geomeiric object, Proc, London,Math. Soc. 1935,356«375

B 18 Igveriante differentisalopersucren L. Grad, Div.en .Rot,

De afgeleiden veu ean veator of afiiior bijv. %) vormen geen geva
metriseh ohje~i. lmmers

4”“J

5

ML A
18,43 Gt s A ,g;k,g,% .

e

AL s e e B P
De J w,  samen mel de #, vormen Aus w1 9/3 Zecmetrisch objam? maar
gean gaomexrzsﬂne grao&hela‘ Vitall heeft hilervhids gebruik gemaakt.

Vol
},wf + W, ﬁgf 3 ;J




 Er zijn evhter enige invariante aifferentiaalopem toren

a. De w% afgelelds of gradient van een scalar ofﬂ/ scalar:
g2y :‘gﬁ 74'9” 7 SRR /9’”

Andere schrijfwijzm ;

‘*33} ,ﬂpxgu«% ; ﬁ/é f"“’f’w

atie van een covariante g-vector of '

Qﬁ"'n ? veetom bijv .

18.4) (?i'{) % Wg )] (f’r{) ’? ? %ﬂ W, ""ff‘*(,?*’/l% fr ./fz/

4
= /?I‘;j{,,; f'?’"'y, %é’]

omdat
18.5) X ;%»a,\y;;:&

De rotatie is ssn {g+1)}evecitor of W-{g#}}-vector sn wordt ock wel. geschiee
ven met weglating van slle indices

18.6) N (?4—;],27:«* = Hort 20~ ; {f¢x)ﬂ$$ %3442‘5

185U e _afgelelds ti3: van -en contravariante p»vec-
tordic*m"heid of p«*reu“tozm A ~dieh!‘heid van het gewicht +1, bijv.:

7~ ‘n / oy X
8.7 ’ '?9 'é FQ . /« 2
. 5 7 |
De divergentie is een fp««'%}wm*“mrdichbhexd of {p~1)-vector-4A -dichtheid
van het gewicht ”'a, Wij geven hiar h@f bevijs alleen voor p=i.s

18.8) /?‘(IQ) @ /f/;{aﬂ, ”/} W’ o at%yﬂfﬁ/ ,;:2’{4 +

w7
& . ¢
LB il - s t‘y, A /_‘
= GG AT AT T, ’%f' + 87 g yﬂ‘
Nu is cengevolge van 155 ‘ '
S
. ’ wd ﬁ;t{fﬂ* &, r~ A
18.9) 2 by 8 e e;‘f‘i};‘l
> ‘%; '
en bijgevolg
, /
18.10) "”3:;7)’";: 473 '?/?/(
2 eV
A
dndare smhrijfwijz@: :
i ;\ l
18,11) / Loy 5 ?',? L my by
Uis de definitlevergall ,}kmgen volgh onwiddell x_jk
a) Rob Grad p=o Rot Gmd,@:&?
@ .
18.12) _ b) Rob Grad %o Rot. Rot fyxa
A
iy Div & =40 - Div =0
e Div Div » Div Di y ;

Men kar bewijzen:
Een covartante vector %\ x}{«mcmr % 1 is dan

 van.een scalar (W-scalar) indien Hot w=o (




§§ ggvgrigg“g gwge;;agy‘m,?{ﬂfy y_e.,tgr 2»,, ,gf } is woor q‘:?"’
, ; , ae 1q~1;~gerfgg W (q~1) vector) indien
3 Rot % = o (Rot %'~A) , ‘ ek

S  Een ﬁﬁnuravarian Le p«vaz*argg chiheid % ¢ { fp-yegtor= ﬁlﬂﬂﬁ
ha‘id i R '

) is voor p»1 dan en aleen dan divergentie van een
{ﬁ*?}~vectcrdichtheid Q(P+1)«v§et0r~.a wﬂiﬁhth@id} indien Eiva, (bh:yﬁy

We besehouven nu de Versrhlllende grval?eﬂ voor n=3,

§g§g1§n§ scalar en divergentle trivertordis ﬁuhgj
De oppevvlakkep '

1843 A =constant |
heten de equiscualaire oppervlakken van het scalarveld f Is / § de gra-
dient van p dan hebben in elk punt de twee vlakken van #j de E»rimhhing

van het raakvlak asn het equiscalaire oppervlak door dat punt. Heem R
twea van die opporvlakkan in eikaars buosrit

18.54) . . /b.-. r ; /:J = &4 4

en een punt 7 op het esrste opperviak. Dan is

18;15} ' ﬂf;é:: 3&"}, ? >

en de vergelliking A

18.16) %:ia’? = dE

drukt dus uilt dat ? »fq op hetlt tweede opp@r$£§k ligta Bijgeva g
stellen de facetjes van de twee opperviakken in § en s!? precies

de wecior /Q veor. Een gradientveld is cus niet ai1een z(-»VQrmend d.w.nB
overal tangerend aan een stal van «%ﬂ’)r maar bovendien pas*en de op
“lLafindtssimale schaal’ getekends gwaéip;ﬁvectmrsm zan elkaar en vormen
~an stel dubbsloppervliakkewn die de ruiwle gehiesl copvullen.

Een veld van de vornm

is blijkbasr ok Jﬂl;m saend magr de veoiorenw) giulten nleh weer zo

mool aan slkaar. Nodig en voldoends wourvdavde auda’ een "eid,l vormend,
d.i. van de vorm **&ﬁ?? P8, ta overigen: dat

3801&’} : 2&"3_” f} ':"4»',‘};,:}'
xﬁﬂ
_ géﬂorrwfnﬂna' ert me® de Yrivectore d =dichtheid f5€{7

Vormt men nu van ue?m groc fh?iﬁ de uiﬁ“fQFHH&Q dan komb ey
..., G

. S v KA
18,19 - S pt = (Bp/
an volgsns {10.2) correspondeert daz@ groothsld precies mel ;:Qﬁp Lvoor

Ti ). Het dis dus op een factor na precies hetzelfde of men de naluar-
lijktafgeledlde neent van sen scalar of ven de corresponderende grootheid.
Dat &w‘du aip@mm@n, De plgemens omzettingsformule ia dt a% el gt

Is o “/"'6 #'i , . ] 'J 2 .
Y Loegavoegd aan 5 d g e is %& Losgevosgd

aan prt) gy w7 dan is

3 I o ,2? . /gb ; }5

x . Rut & o Ay / * jzw» 74
\’8920; W B E"J ,.} ’;" -&{“’/) )

Div

Voor de signaturen 70, in /; gaeft dil volgens (15.5.6)
- “ . - ‘A .""‘i N f’ * oy
8210 i}"ﬁ‘; ”"'-’“,f') Ry \‘*9 jmr ?’3)

4 . .
Voor 14 -scatairen en trlvecvor~dichtheden gelden alle dezelfde OVQrwe~
givgen. Gradient en divergenltie beide ﬂoxrespauderan met de pi¢ )
vectoranalyse bekende gradiwute el
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Rotatie covariante vector en divergentie contra?ariante,bivectcrwﬁ
ichtheid. e o ' e
Deze rotatie en divergentie correspondesren belde metfuit de gewta

' ne vectoranalyse ‘bekende rotatie. Your covariante W-vectoren en ocone
travariamte ti@ﬁGGrditthedsn g\tdt hetgelfds.

rdichiheid en rotat;e egvg?;antg

Qiﬁg(“&g;
Deze divergentie en roitatle covrespondersn beide met de uit de
gewone vecioranalyse bekende divergentie. Voor coniravariante Wevecs
noxdiﬂhtheden en covariante hiveotoren geldt hetzelfde. Een meeltkun-
dige iaterprebalie weiglt laler.

19, Iyrgxianvw 11 PPeprant =01 ©T: Het thsorema van Stol

In X, beschouwen we een enkelvoudlg samenhangend deel %; War
een Afv,en zijn begrenzends ﬁn»‘ﬁ Indien de ﬁwdlmer31ouale elemeﬂ~
Lenthyuiugeyasu wordsn melb een Jowendlige orisntering dan worden dege
slementendyontravariante §F=vectoren. ¥oor een elemsnt schrijven we

-

d ! Ieder slament Tan % worde nu eveneens uifgnrusf met een
Inwendige orisntering en wel 24, dat daze onustaail ult dsz riﬁgting
Tan binneu nasr buiten gevolgd door de orlentering van e
Dan wordt dat e}nm%;r een contravariance ° +*j~vnctor, die w*rd@ 28xi~
peduld men o er ; 7

4213 o & .5 €20 covarlant Seveeiorveld gedelinieerd in f,¢
en op g en dat voldost san de volgends voorwasarden:

a. $K'iﬂx is continu in‘:§+, en op &y

b. de aPgeleiden °3 .. bg die woorcomen in de uitdrukking %? 7
bestaan in alle punien van {;

2. deze afgeleiden zijn contipu in alle punten van {;ﬁ, met uitzon~
dering van een eindlg aantal disecabtinuilelits~ X %3 op welke

een elndige sprong geooricold is. 7
Dan kan worden bewezen, dad -
- {'}. "';’é’? ;‘:{ . & /’ /i“"f?
& & (‘ '.P‘:} " 2 e ‘Q/ {) £ ’ '?Iw t:f o
1,1 O A 7 - - L -
Y S T Sy 4
g ‘f; s
Hel bewliis i3 overbekar i vonr 273y 4 o en J=2. Voor algemenere
wasrden oatunasn gsen ¢xtra moeilijkhe len. <verz. R.EK.blz.95).
Uit 119.1" kunneu een aancal andere vormen van het thecrema van
Stqﬁeq worden afgeleld th de gerusie pwaata kan men natuurlijk
K L.} ] ,
BN f§}“¢ﬁw, , f’j ,,,,,, 1
invosren in pr.aats van /ﬁf f e “}
Dan ontshaan de drise ﬁmwmam

A= co] ’ . g ) -y
13.2) /’Z { %k *‘Z’:é""‘fgi“ff"ﬁ"“"/*;*/ Y "" Ay }.f’*; ﬁé/'j

e

N

i d
o~
s
B
R
\,e»‘\.
<
-
Tu,
>
N
§
¢
>
~
N
>
it

T Verg. R.X. p.3y Schiouten & v.Daniz g, Un ordinary quantities and
Wegquanticles, Comp. Math, 70194%0) &77-473, In deze publicatie is~ v
in een andere minder doelireffende betekenls gebruikt.
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w;ff)/ GVl Py fy s 4y z; v
pré ¢

W

| -~.;/°9 |
- die alle dezelfde meetkundige bebtekenis hebben7als (19.1). Geeft men
san de elementen van &, en §~ean vitwendige orientatie met dien ver-

stande, dat de orientatie wvan ontstaat uit de qrientatie van 7 ge-

4 door de richlting vaﬁ binflen nsar bulten, dan ontsiaman vier ‘andere
mules die van {i9.1-k) alleen daardoor verschillen, dat het tekeng#

Ww overal wordt weggelatsn waar het staat en geget wordt waar het

- niet staat. Ook deze vier formules hebben alle dezelfde meetkundige be-

tekenis.
Om de iIntegralen cver Z, yowerkelljk uit te rekenen, mceten deze
worden omgezet &n gewnng gérvoudigs integralen. Wij laten dit zien

gan gﬁ v, .
Men vetdeelt &egu«di nsionale ruimte op een bepaslde manier, bijv. in

cinfinitesinale pavailebepipada volgens de codrdinaathyperviakken. Dan

woprdt . 2
Ay / o “"{‘. g 2/
19:55,} d’fﬁ ¢ ® p; ‘
‘waarin gﬂta gen vector is met de kentallen dx, 0, . -, 0 enz. Dan is
. . . ﬂfan‘ " ’;“"
19.6) ay/ B e o s ?
Is dan ;

19.7) , o’ ’jm’ . //r/

dan geat de integrasl over in . / %
19.8) /,%/,h,f a2 ,//.,//Zg/& "

die op de gewone mauinx als meervoudige 1nxagraal kan worden behandeld.
In %% hebben we de volgende gavallen

A gz L
a. imfggraal van gen covariante bivacior I oeg serviak mel inwen-
B N 7 AR }
S v i ,
19.9) U i Bag Af ik Af
R 7 !
g 1P 2 ] e Af
19.10) ‘ ;«‘/ AR 1F = ./ 7 g
19,113 / ?}1?9 d’;" = 7 ’7 "&/.;(Jv
72 £
/' %’& 1 ﬁﬂaj ’/VZi{ &“37
19.92) /7 e*»’/” % “V Y
k) /V ¢)
b. inﬁevraal van eai 373&2&?&11anae VS»LOPdlvh*heiﬂ over een opperviak
et ullwendige ovicniering. . Ay e
191%) K f;/g
19,14}

19,150




: | Z e o
.. 5] [
- o A1 vx 'v{3 e e a}ff
19,20) % """’wﬁdiﬁ j‘* ;f?:’ 7 K/ ?J‘f
: 2

b, igtegrasl van gen conbtravaviante bivoetordichtheid over een kromme
- mebt ultwendige orlenuerimg.

: ru/\
. » M ’f‘; A J
19.21 ) j Bﬁ}‘ -2’;‘] o /a = ‘/‘;ﬁ' &, [

;5}0&.&.." v/ % zﬁ;g Jf’{i} = /?A' “ ,g‘;ﬂfj

Fy &, BRI
19,23) [:,. 49;’ a!}ff,. / ‘y /f(ﬁ ;}

=
- st e i‘l‘-" ? §% ﬁw :E,f/
o5 JM@‘“W ()Ef if ¥ iwl z}fy 4’/

4

De integralen in {13.1 =98 kunnen hsdvodynamisch geluberpreteerd
wordsn. 2iJ %%de snellieid wvan een gt?uﬁenda vliceistcf en 4 zijn
dichtheid. d.1. Qe masse par m.v. Dan 13 % s w ¢ de vectordichtheid
van de airocm en ?ﬂmdgﬁ de Lotale masia per ?1jdowenhezd viceliende
doot fﬁ; in de richiirg van de oriend rin. Dus gtelt ﬁgfﬂﬁfj
de toisle massa voor die door & par ti] iseentield naar bui,en afrnnmné
De conbinultel ugverys11ijking

A ey
;Qegl;; (‘: % = o
drukc ity dat de diverg nils van de st oomdichtheld in enig puut gee
1313k %3 man de vwwmﬁ@f»r,ug val de ¢ich . htiu per senheid van vijd.
Bijgavaig is

#, rw i’ ‘
19.26) J 4 Mf \f’ 52 4

s verlies aan wasss u 3 per senheld van tijd. Het
i It veridas pgelidk mot 2ijn san de masss die door
% amd“ o i e 5Ire

Is éﬁ@ﬁfﬁ dan iz de totale wassa in elke & constant. Is k sen

kielue constante dan kan de gehele vudm » in & worden verdeeld in buie
zern mat wnﬁcetivingha & wondsn door eia waervyan de messa X stroomt per
gonheld varn tijd. De buls in sen punt 4 2tellt bi) benadering de

dichsheld ”“é voor en dezs benadsaring (s des e nauwkeuriger naarmate
k kleiner is. De vergelijking Z'ao dr ke dus uit, dat de buizen van
v op "infinglezimals s hasl' de gehel o ‘é in‘ g} zonder gaplingen

vallan, '
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- Alle integralen die in (19.1-4%, 9-2%) voorkowen zijm gcalairen

of . vectur- 4. dichthedsn. Dit is 0ck hoodzaks 14 Jk, omdat alleen
die grootheden in verschillende pumten bij eslkaal opgateld kunnen

worden. Oaat mesn echier over %ot een ordergroep ian « dan kunnen
er andare vormen van het thecrema van £tokes onts tsad. Bepsalt men
aich b.v. tot colrdimatentransformaiies met 4>c dan kunken ook W-

scalairen s n veetordichtheden in verschillenda punten bij elkasr
vpgetald worden en nasst (19.1) hedbeh we dan b.v. de formuls

, 4 N ;LA "Qﬁy : . 4
QQKW} : ;;,. -t . # 7 i -~ Bt P ;" 1{‘ LR f
:/ f‘ 9"“4‘,1 .&’z/ "if e ‘f] j;‘, ‘y ‘f/b &
!
Bepalen we ons tot de groep gf y duav. 2, Gerkw we in een £,,,

dan kunoen alle gelijksoo~tige groothaden in ver:chillende punten bi)

ﬁk&m Cpgrteld worden en day gelden dus de wolgende integraalstel-
lingens

A iAo Jg . g A
al _/5 !?’/v{’ ’}34 e S, = % 4’/ LJZ

.
&

>
%) fr’.{ o f;’i,‘“’“#«w?"fjqu - v’;f‘{/-‘; A/b e A2

”p YA e
Bk A ’
Y A ~ o
o) / y / ;m‘ ] 2 = .,{
b o4 ‘ P
y P

~ | J2
' o J? ( “ar “.«""‘/‘ mre
@ /J f’?i,» q/fﬁw‘"wﬁ" D =7 3’"

19.28) /2-04@

wearin J.Z esn symbool met onderdrukie ipdices ls voor d sen of
anders groGtheld en - de een of andere operatie gymbollzeert uige-
voerd Oop & indices Ao vhg OF .«i, why €0 de indicss van SHME N

gesteld ult slterpaties, mengingen sn overschwlviagen.
1 bijvoorbeeld:

y
15.29) = O %}.A
T

19.30) | VARV
i .
o

Laat de punten van esn.pebied R van }?“ onds rworpen worden aan
de een of andere pumttrangformatis

FEror]
20.1) - ";?«” f(f‘/

"

waarin de ;i? ‘ aoalytisch zijo io R en zodanig gekozen, dat de Lupctic-

*H 3

cealdatorminant | 77 %;+ | eldaar #) le, en (0.1} een seneendui-
dige correspondentis wvastlegi tusssn de punten vea R en de punten

vin een m£ pbied ns . Wi mmaﬁ’gﬁmm nieuw eolrdinaten-
stalsel (x') = » 4a% leder punt in R deselide colrdimmtem t.o.v.,
_ (x!) beeft als zijn beeld t.ouv. (x) | e



Fig 6 p/
5

9 L
Is dus

20.2) "T - ;»\ /?}

de omkering van (20. H dan 1:1d% de mwmng var {x) tot (K)z

20.3) LR es) /-‘/2)

Dit proces van overgang van w tot (x') heet het Ame
slong) yan ket celriinatenstelss) pin.ELrans ik

Stel np dat 2y mig mm b.v. f - aag@m n 11: n wa
vormen dan in R’ een nisaw veld, welks componenten f‘;: met be-
trekking tot («'}) in feder pumt van B’ precies dezelfde 'waarde heb-
hm als PR in het bgf}ﬁpunt in R, D:%t. prwec noettsn we hot

stelsel = kam:sﬁw ouxl wld +.0. v ' mﬁmmtmtﬂml
lna;um R en R’ punten gemean hebben Kunnen e velden

en /[ pﬂ,a in die gamtm vergeleken worden, weartos natuurli {mdig
1s, dat hum kentallen ten opzichte van één en hetzelfde wﬁrdimhm»
stelsel b.v. OFf (n) o () worden berekend. Imun dan bLijkt,
dat ¥ =P  dan heel het veld P jpveriant t.c de puntlransfc
(20%y)

Wij beschowen nn sen systeem van n gewohe cifferentiaslverge-
Lijkivg v van fe vorm

s & M ¥
Y W@’ Y ’
0. 2t vy
met de Onafhankslljke vasisbele & en de onbekends variabslen ™ enm
@ % fupcties p" die emalytisch #ijn in het beschouwls gebled. Daar-
bij pemen we ale beginvoorwaarden ~
20.5) 7‘;{ f” goor t = 0

Wordt de oplossing van dene vargelijkisgern ontwixkeld in esn macht
resks nax? t dan omstam

-

2.6, 7 2 e VUEDE .

Doze vergelijking stelt sen punttransformstie f " ('?” voor.
Worden de 2{;} deor deze punttransforasetie meefssleept dan zijn

blijkeng ( da ,}"" gogeven door da vergelijiingen
gh gt
o ¥ LT
X '
ST L s“’“ A (g"*fn

- Differentiatis vw A420.7 b) en mrma greft indien we’ whri:vm
]
ﬁﬂ‘; 5 (ﬁ m?‘&'&fﬂw"”&)
R AN R AR e )
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Wanneor we nu in (20.6) alle hogere machten van t vervasrlogen
en 47 sohrijven in plasts van § ontstaat wat Lie Doemt een tarini-
tosimale pmmrmﬂmun

20.9) dj - o ot

*‘M wzt ﬂat de umm penledlge Ww (20.6) docm da

t%ﬂl'.ﬁ . Bij de infi-
@ punten e:n verplaatsing 54

vaarma Qs natuurluk ven de § nﬂmni!: Wordt e'n eolrdinatepstel-
sel of een weld weagesleopt door een {nfinitesimale traneformatie

Wl»‘ ﬂnn Mgt mon dat hel codrdinatenstelssl o het ve.d mcrﬁ’/—

peeaglagnk. Hot meegosloepte systeem (x')is dan gegevenm door de
0.7) wvolgende wrgmsmnmn

v" gegeven 3ijnds vragsen we nu naar de kentallen van en i vﬂj
b.v. P5  dat over #J¢wordt meegeslespt. Da kentallen in £

van hetl magmloapw veld t.0.7. (&7 21in dezelfds als de kentallen

vap 7T 1p 7 t.o.v. ‘w Bijgevolg zdjn de kentallen van het
moegeslespte veld in YW tow. ) 2

/@P“ ’“ " .G“‘ (ﬁ}ﬁ .ﬁ"l Vd“d#)//: wd,,vd//?v
- ?‘ QAVﬁ?#* 7),,). %Mf

Om pu de kentallen van het magaslwyta veld in ?“ t.o.v. (5/ te
verkrijgen mcetan we natuarlijx w'a ™, aftrekcen en bijgevolg
gijn deze kentallen

2042 P -4/ 3 Pt - Pl aavfad P O o v
Do uitdrukking

) - o «
20.13) (ra P+ Planal - P 2o vt

heeot de Lim dilffersntisal van ?,\1',0.7 Vﬂ Las, ¥ordt asp Iald
magesleent gver WW m M ﬁﬁ. Ioesans ¥an bel zeld in cnig ¥ast
BiRS F< £aliik AAD de pegatleve kie SACfersnhiail 1an hal yald al-

Bm‘kbmr is de Lis differentiasl, sijnds he! verschil van twee .
valden sen invarient.
De uitdrukking

20.11)

¥
20.1%) ,B?K?!i’/ﬁg?,;*?, 3)?“-«/,;&,#’
heet de m mm P53 L yadd 7" Voor affinoren
van ho valentie wm, 280 wrmmwm formule, voor elle
index ar egn term bij, * voOr sen covariants en - woor een

mwmmta ex. Bli Kbaer gelden de volgende regels:

8. de Mn affgeleide van eon som Is de som van de Lie afgelel-
dem_dgr Termeny
m de Lis wgulnaa van een vouwing um vouwing van MW

8. :gw de !»gt Wmiﬂﬂu van een m‘mt M overschulving
geldt de regel van kimm

Py
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d. de Lie afgeleide van 4 ,t.0.v. zichzelf 1s fuls
e. de Lie afgeleide van /, 15 nul,

Wij geven hier enige voorbeelden:

Scalan:
20.15) Ds - vas
oy g L ,
Fa o .Y
29.17) a) Du". v/ u"- 2 ca?
b o
b) ﬂu)mw"&,%k%?w/
& /
R=yactorens oo K A KA ﬁ,&ﬁ; "}b%v_y
) D e vl on P
20.17) 4 :
: A ..
b "t;z;’ %,«-A/g wﬁ"/&%.uﬂﬁ 4'/6?”{4’“7 DAJW

De Lie afgeleiden wan dichtheden verkriigt vep het gemakkelijkst
als wolgt. ULt (20 .17 b)) wolgte

; Y S ;
20 18) % ”fﬁjm/\@, = & ;‘%" #5‘;“"’%' + % ?:f% Lo hy ﬂ%{]‘y’/‘
. ek
=z ¢ «9 L/ S R Ao ¥/
> ;‘ lf’*%. s Ay
Hu transformeert gzich i, | als een scalslre 4 ;dichiheid van het

gewicht + 1. Is dus 57' eon dergelijks dichthei), dan is ooks
20.19) ,57?;5' = E %W‘: WZZ@{%@‘;?

Iedere gewone scaleire c‘ih*htheiﬂ van het gwlmt + 1 48 het
product van o {(verg. § 1%) mot een Aangezien het keatal van co
alleen de vaarden * 1 asnneemt, is dus?

20 2{}) g} - xj ?’ t,’f - @:’@» / W?f’fé

Hieruit wolgt wmr een affinordichtheld van het gewlicht é’ b.v.t

iﬁw&
- LKA ,fwr A
20.21) T é[i*‘i(,a, Y ;) # ; %fﬁ’ , dsS
4

;.f’“.",, 3, 5“1#” %% 4

en precied een dergelljke R’nr;m le geldt voor af | inor- 4 ~diehtheden
De Lie afgeleiden wan ¢ ‘7 en w, ahdn uuurluk nul.

Indien woor enig veld m Mm af’gelﬂme t.a v ¢2%1n alle punten
pil 18, heet het weld ghsolp . t.0.v., v Ben sbsoluut
fpvariant veld heeft de mmmv exgamcmwdm ¥ »

2. do veldwaarde in einig vast Emt. wmm%m nist, indien het "
vold wordt meegesleept door een der Mamgmqﬁa van de eenledige
groep die door de wmm@amu tranaforsatie 7 wordt gegene-~

reord, ,
b. de kentallen van het wveld m‘}% t.0.v, (<) zijn zelt%fm

de m:mxm van ditzelfde weld :m .@ wa hat mr
magmlwpm mammmm x!

mijkm» 8ijn smm, prr‘wiuﬂi.en &n wam%uivmgen van abso»

i
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lu;a; 1%?:)'1111% volden evensens absoluut invarisnt (altijd to.v. hetzelfde
ve v :

.4
Gewoonld jk gaat de invariantie van esn weld t.o.v. 7 verloren als

vV mat een niet constanten scalar ¢ wordt verngnigvuldigd. Dat betekent
dat het veld niet invariant is bij alle transformatieg dle de giroomlid-
%wn v" inveriant laten maar alleen bij die door v 4 worden gegener~or'

ndien de L:}; afgeleide van sen veld t.o.v. ¢ pul 18 voor ledere
vaarde ven v, dan heet het veld pbsolunt iny f.0y. da n%
Aiinen m r® Y{t 13 gen strengers 2is en er e 5 esn voorwaarde bij
komsn . (20.17 b) volgt, dat dezs bijkomendn voorwearde VOO een CO=
variante p-vector luidt:

2,.22) v
A dp
De voorwasrde voor een Wep-veetor heeft desslfie vorm. Dearuit leidt men
af dat de bijkomende voorwsarde voOP een p-~vectordichtheid van het go-
wicht + 1 luidts y
N ARL 77

213»233 W v sz@

en precies e.un dergelijke voorwaarde voor eem p-vector-4 ~dichtheid.
Hieruit volgt, dat een scalar (W-scalar) of een m»wctnrﬁmhtmtd‘(a -
dichtheid) van het gewicht + 1 die adsoluut imwgrisnt is t.o.v. 2" ook
altija de stroomlijninveriantie heeft en dat sna nevector (Wepeveetor)
of scalaire dichiheid ( 4 -dichtheid) ven het gewichi + 1 nooit dese
sterkere invariantie kunnen bezitten.

5 @

AP

arantina.l

g 2 Invariante differentisaloperasoren 1Ve gy Lesrange alzeleids -
233 P, ,A-4., 7 sen stel functies van d¢ cofrdinaten 2 Dezs

kunnen scalairen zijn of kentallen van het eem of andgre object met een
bepaside transformatiewijse bijvoorbseld een al'finor”i . Dus is -L niets
als gen soort verzamelindex. We sien ven dese ¢veptuele betekenissen
van de {, voorlopig geheel af em zullen ook de £ voorlopig nist transe
formeren. Ook laten we nd de index 4 maar helemsal weg en verstasn
onder o 3, ﬁa} ¥ad g, enz. de g en eerste en verdere afgeleiden
van de g 7 ‘hear de p° | .
Z1) na £ een functie vande & de A § enz. tot een zekere

8lndign orde. Dan is £ B& deze funciies tenslitte een functie van de

f“‘* over sen bepasld gebled van X,,., Schrijf m ds integraal van { over
sen bepaald gebied I wan X‘t voar alle voorkombnde functies analytisch
gljin in de vorm

21.1) S Kl ax® (mn. (4.01)

Sy

Dit i3 een gewone meervoudige integrasl maar vior het gemak schrijven we

W
Ei De ﬁ mogen nu een variatie d'f ondersan en wel 2o, dat de waw
riaties der " @ en dis van alle in{, voorkomenile afgeleiden der & op de

begrensing z  van { nul gijn. Dan geldt voor de varistie van £

21.2) dif’,; &C Jf*' ﬂi{‘jﬁ P ‘ hy
, @jg ag;; 'f“
on dientengevolge

gt fapto e | gf;*g’ 2 i)

e m g ) ;:-:..
i gg d‘ﬁ staat dus woor ,§§ Ay sutomatis te sommeren over.f sent.
, v P4

3

<



3T
Partiele intergratie en toepssaing van het theerems van Stekes leren;

21.4) dﬁ;/{{ﬂ?x{[fq // pf”_? ‘Bfg df*"?"’f" .a?’,,

aw /ﬁ
: 3./” _ aﬁ’z\ﬁ ”__“
R £ £ g4 25@ Q@@; / P 'ff

emdat immers « f , 4 enz. alla ep .., mul sijn. Wi} gebruiken
hier (19.3) vesr é—;f&;mls K

& & £
& e ",:, /

21.5) . -y ﬂ’/ﬂ,%ﬁ{ 7 %
wmarin 4 sn  oontravarisnte vectordlohtheid wesr het gewioht +1
le on de vrasmg zow Runnen rijzen of dat nu wel mag emdat we ever de
transfermatie van _°r nists versndersteld hebben. Bu geldt wmcr
{21.5) ten epzichie %’: 8lk ceurdinstenstelsel en dus ook $.:.V,
het stelsel (X} &at we uiidrukkelijk vestgshouden hebb gn {31.5)
is wel lnvariant bij coordinmtentransformaties mite % zich op
de julste wijse transformoert, muar we meken hierx van die inveriane
tie geen gebrulk en (21.5) blijft t.o0. van (X ) altijd “aar wat %
ook is, Ve inverisntie ken verloren gamsn als %" niet net een
veatamiﬂh%hai i8, maar 4ie ken ons hier met scholen als (21.5)
mmayr 1,0, ¥ £} waar BLi3fs. ;

ﬁ&n gohrijft no

o e “~
ri] . Ay B g

| L s T T

21.6) . a4 25 Lo

27 g?emt de L4/ de Lagrange afgsieides van r{? t.0.v. do J
drsafdt natuurlill in werkelijkheld evenveel indices ale _g}"

mmr ook dege indicss laten we hiepy weg. Is 74/ = O, dan verdwiint
de var:&a*t: g van den &ntagraa; §2&a12 veor leders Keuze Vel <
nite 8 _randvoorgesrden voldasn lm on de tg& za:.x.i neemd
dus_oen aﬁreme WRLIUE ™
R 2 : X .i» = ool o P

“Te vargamag ?/ﬁ ] = O heet de verg '
arianten vorm., it type komt Dijy. in ¢

Faohenios VOOT; GO guosren zich tot ¢ en 1 m}rt!t niet getmnau,

formeerd.

~8tel ma son ng dat & en affinor im, bijv. een oovarismte
alfinor 7ix en det A en scalairs A;Lom-mm van het gowlicht +1 is.
Dat netekent dat indien mem [ ;, mu £ geschreven, uitmkant yoOR i)
due K g heymlg en volgens dezelfe rakenregel svexso §/%7 Do
pasls nit Brets Gy Aoy em. blmm &eﬁ:

LT} ﬂ IS g,

¥en hesl eenvoudig voorbeeld is ﬁ? fi‘?:a L5 ,J Anders voorboelden
volgen later, ;

Fu wordt de inmtegrsal (21.1) wel lnveriast voor uwr&imtsmrmi’oru
3 meties en het vormen van de Lagrange afgelelde is wnu een inyariant

ﬁm geworden. %
p vergalljking (/v =0 heet %e wriam king

ipymricnt yorm. Dit type komy IetIviteits ‘ |
' ) % oen affinor en ¥ een somlaire diﬁh‘&&zem van het aewioht

. -;»1, dan kan men sen secy belangrijke bwrakkm aflelden tussen J . ,é
o0 hun ssrwte afgelaiden, £

¥e onderatellexn ﬁmrtga dat de varistie ¢ ;é' ontsteat door het § veld
~mes %o mlepen over V' 4¥ , Dan ia ¢ de negatleve Lie differentisal
vas ¢ . ﬁm @enomlmwr&a t‘cmlsa taa wmigden nswen we vmr gf weer
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Voor hogere valenties ¢ het preciss eender en or treden B
extra mosilijkhedon wﬁm hebben we goe

21.8) X'PM s U Tig#h -, QW - Pn U it

on het meogesleepte veld i

2.0) By o By ABedh . Pin - o b/l
Bijgovolg is

21.10) , L
3 P :J “;;rf. *-»3?; 'Z:’}&) Vos a*’d‘ -V o G

gv A = ¥ How, -
- P} 90 ® ’
e N O G T L B e n
en dsaruit volgt dgt « \Q@M%Vﬂhm dan 81%1jd sul is op
7., als aldsar 2 , 73~ 6B 2.4 nul sijn. Voor hogers alfgo-
leiden van de /. géat het net so. Amp de ryendvoorwaarden is

dus voldaan als de " en hun afgeleiden tot een voldoend hoge
orde nul sijn op L~

2 Bi) substitutie van {21.8) in {21.4), rekening boudende mot
(#1.,6) verkrijgt men

A
aan gt ) 8 P G S
“ B -~ A
Lo e ) lET -
- 8w [RJEGT A

waarin, mu do indioces in woe ingevoerd sijn, natuurlijk
ook [k indices moet drw:t ;
e AL - / ?
21.11 G ] R
) [’th Y T A YL

De variatis (wl,1l) moet nu oonhter beslist nul siln, ilmmers
het meegoslespts wold heeft t.o. van (r)) precles deselide kon-
tallen als het oude veld t.0. ven (<) en 4o integralen voor
niguw veld on cud veld si)n dus kennelijk gelijk,

Baaruit volt dat

PL
-y A -~ R fy AR ” i
21.12) (] o B~ 2o e /,:U,, NI 2.l =o

Dese formule krijt een bijrondere botekenis in de relativiteits-
theorie,

§ 22. Anholnogs voordinstenstelesdp in Ax

N

Alz we nitgaan van ean toegelsien ccordinatexstelisel
krijgen we aitijd covariante maatvectoren .2, , wisr rotetien
mmal sijn, Biijkeus {17.3 b) sijn de s, mu?p gradienten. Fu is
“het dikwijls gomakkelijk in ledere loomle I, van A, een gehoel
willekeurig stedsel van oq~ en contravariante meatvectoren te
introcuceren, 5 , € , A=A M fie alieen sun de VOOre
wasrds voldoen dat hun hentallen anslytigohe functies der £°
sijn en dst / y 4 x P

JRPURI -~ SR SSR NS SISVNREYAS
22.1) Ly A s 0 ;R "z ‘
e |

Dex 2i)n de £, in het algemesn goen gradi

bhoren dus niet dij enlg coordimatenstelsel &
gebruikelijke zin, Men nosmt mu so'n @ p

toren en 8ij ve-

in de tot dusver
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gedefiniosrd over X een deel ven }/ nen
’ m de kmﬁla

sCe180] gnic pllon [
, ry . B “ . “ /*
22. e) N,\ ;:f ,ﬂ;“ !")‘ o '&4\; ﬂ" yf‘/
Dan sijn de snholonome kentallem vam dijv. 27,
22.3) T Ak P
Des amholonome )mntu.llé van dé ;Mn /
’”
22.4) éts Ay
maar mon mag hier niet, <2 mohrijven omcat 4l 5" volledige

differentisal is en ¥ dus niet bemtaat. Inplaats ven 2 hebben we in
enholonome coordinaten de operator

. 22.5) <) A
De gradient van sen acalu' 3 wordt duc
22.6) W’ = "2,

Eaar voor de rotatie van een veotor men nlet ~ 974/ 7 sohrijven
iomers o ven een e 2’ J Jvens

A P A
22.T) ?‘f/ . /25((3"%7# = f‘?-; 9 &g}"] 4-(/7://- %lf‘yﬁ'“
o % - vy

s

wany v p 4’
: dof  Hr:

28, a) L AL G Ay

‘. hest het gpholomomiteitpobiest Zijn kentallen sijn nul ten Op-
»fohte van alle holonome en niet ailien #3511}k nul ten opsichte van alle
anholonoms eomdim«mtamlu.

Men bewijst gemakkelijk dat

Al‘j""}y
ngg JT Py B < e A
: %’ Yooqg - /{/ﬂf'“,"

en : X i
C I, -y '/ L j o 4:‘ : y
22.10) "ZE’}}} = 4 ?,? 'f*/z"

(22.10) te bewijmen is een goede ocefening, (22.9) vergt wat meer
sehrijfwerk. Ben seer semvoudig bewijs ven ?:m ; ﬁa 10) wm later
lonome stelsels sijn van veel belang veoor mechanica,

e 1%,11,, “ “in esn A 3iin geheed coathenkelijk. Tusson groote
- beden in wmm.mm 1mn:ta s bestaan gosm Detrekkingen. Nu ken men
m;m een betrekking imtroduceren door eed voorsehrift te da!:mum

i [ »e ﬁjymwa mwm [d.8. yonr ozj;hﬁ» Gores o mm’. “Sqsllns

sovlegrs bt ot Montiladlios




/‘/‘: : wﬂ-ﬂn

. : &
voor 4o Warbrengmg van grootheden van 4o loomle f, in g nasr
do Lloocale f’ in 3+ af% . Zulk een voursohrift, indien gegeven voor alle
xmman in &lle edoltingen, heat_een gverb T of ook wel sen pssudo=
Esraileleo verplessteing in Ay « In een 8 @2en overbrengling a prior
gﬂgwmz, nameiljk d8 gowone yams.».l le ?emlmtsing

Ta een veld + gegevan, en v de ﬂ'g,irﬂ.ﬁ in .? s dan is do waarde

in ”a?; rA 3T gelil v e s e AT Juv |
2ij e g ge” aa waorde van de naar e 5 volgens tmt VOO~
goheifs overgebrachte ‘Vﬁ?‘ﬁﬁi‘; dan ie I &
i - i, i o
23.1) ’L"’M*;E o ..a-f/{},,('*:i’?ﬁ’/(/z’ —e-d‘ﬂ"/w ,’?b f? f{z"-#b ff‘} 1
an bijgevolg R «! % g N a’;‘?“
23,2) A . P dv v v 4k
"Ru woton we echter dat , : A x P V'
| y Wit LA A A
23,3) 0{’:‘.-"“ - d{ﬁ}x fi’/"/' = /f,( a4y + ¥
on desrult volt dab /
4 A Y /9#/’ e ﬂﬁgj’f
2.4} 2’ v Py /=
Bijgevelgis
tigevaigie <, ffz{ o T~
23.5) £ #v - x

ssn oepbravsriasnte veotor. Dege ?ﬁﬂ’tﬁ&* hevt de govarisnie dirfamnt:m 3
van v t.0., van de geg , rhrepging, “
asl in de F, VAR > DROUGOpSTALLY. er artst naar ;*”“wg an is ot
zieg, 31PPorentinal 5.0, van det coordimstensteisel. M.e.w, {zf iy de Aife
fereatisal van hel standp un'i gaglon Yen eon wasrueuer wions aoaﬁi’ o
BLG NEYNT

“Wen Torlengt fn shige oFde te breongen in de overhrenging van
mfmrmi vsmchillanda grootheden en bepanlt zioh derhaivs tot llnsaire
u y ¢.8. overbrengingen voldeende san de vigends vGOT,

ety

t.::w Te gﬁ pen groothaid (indlose weggoleten) dan is 55’; eon
- groothedd ven hatmlﬁg_u goorts

£ b{ﬁf" *‘ ﬁ f‘é’)ﬂ(‘/ J—“.{; '
3o a(d’ ’iz‘:} "a{ 7 %{)}’f’ - 4& P ’}"»’" ﬁ*‘a?,a.frzam f)L/,;-c—Mw":ﬁjf
¢&. &g im lineair homogeen in de a{ﬁ’ g

5. d8 regel van Leibnls goldt ook vuzxr orverschuivingeny

&. de covariante differentiesl van een soslar of ﬁ-«wa&m‘ is
identiek met de gewonme Lifferent ieal.

Ben Y,,,, met een linvelilre ovarbrounglng hesat »«5’%

Uit (1), (2) en (4) volgt dat de coveriante differentiaal van
de vorm

A & é,gr:,
" A PP TT N o
a8 g”“'.‘”,z“*; QLA )
zmost hebben, wasr de i yaramtem ai;m, diﬁ zioh als 'mlg’s
wmmmm ' / 2
, /? ; {.— /}/&A ' 9 f? ff‘!

23.7)
. ,,ﬂ 4 4 ] g
/?xf ;3 i "9:@“" f?jix

/’“
ﬁfﬂf‘!\}

| Ds ﬁ’;}é wm@;ﬁm ‘mgz, g@@m‘%rmah Qhé%ﬁi’ BSAT geen geometTizohe grootheid
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i §7wﬁs{w A
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= ':{%nffsw -.» g“[ﬁ» “’ﬁ’_&_‘}ﬁ l:f[a‘

M . | f’;‘ﬁk‘ s ,}ﬁ‘ “M | (g)/@
‘ ‘ﬂd “’g R 7 4 tf““ f’" V“"g“'ﬂtljfz ﬂ‘; - {JK W |
" om dmar 1. fk@n‘ml ven sen goalaire 4-dichtheid van het gewloht +1
4@ voor esn dexgelijke diohtheid ~ ,
a3, ; v > . TS S

23.15) B S z’ﬂ

_{mat mom sllasn trensformaties mes 4:-+7 toe, dan volgt dus
voor sen gewone dlchtheid met gewichi #l

23.16) S = dy -Ly4”
. | ,
- on sangesion sen invariants operator is, geldt deme formule ook
b algemaen, Hieruit vojt bijv, voor ;,,5“ A
/ ,{w ,;s}g{; Y f;,{ E, P ,f . - w‘;;},* ,jf” o M&
23.17) AN ARSI S r LLpN 4

en preoiss zo'm formule voor #-dichtheden. s

Toders coverisnte differeutisal iw 42 oversohulviog ven Af met
osn andere groothald, die het sovariante i1ffarentisalquotient wordt
genvemd . Men gebruikt de notatle

£, . f‘ ¢ 2
23.18) < f 7 2l A (indices wggolaten)
- b };"*i Wi
dumg, bijv.
’ A A -y P ! e & B &
2;3@1%) ﬁ"ﬁ« & f; {“ Ed e P 7

‘ o~ W
,}' i " , A A‘ " R
fgg L . - aa L a4 A A A i

| 01t (23.7) volgt dat «
®;.20) VN 2

cen affinor ils. Is
end./, oen 4 %a,

23.21) SR

ea o~ ha )

92 /

4en heet de overbrenging bheifpvapetriach
Heotkundige betekenla:

T & Ce A i ¥
r L. ¢ PR oo W e
/ / . W [
A’ﬁt (; : ¥ el Jf ¢ o ,m‘I{v / ‘,4/ {“\
it i o &
M""’M e # -
P
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£l /
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| Verplante fx’;,:f E peeudoparallel lange f»’g‘

e De sluitvector verdwijnt dar en alleen dan altijd wanneer
aw&«}& e;;; 3;‘3‘&? bestann den "infiniteaiszalo pavellelegraazmeun® in

Bhena . - balfs tvisohe « ; ‘

yumetileone wwmwgmg%ﬁ vestarr er alleen



Y V-2

infinitesimale parallelograumen wier visk in de {;ﬂ van )
In een /A ken in alle inveriante diffamtimlwamtin in ‘ i8 da}
vervangen worden door f}@. ’ m;vwrhaou

23.22) 9@ v, = % ;- 4/',5; W, = ?E ug{J
. / B ﬂ g ,‘L
23023) ﬁz‘ ?)* - :;}“f;?s r /;) )w - "/"7 M o %y

Hetsellde geldt voor de Lie-afgeleide in § 20. ‘

v DR A e R

o ] z*/":r”ﬁf_j ,{}«x ,,/’)P X &A}f

{reken dit na)
Hetmelfde geldt ook nog voor de identiteiten van de worm (21.12)
voor de Lagrange ntgolaides

‘ g My AR
23.125) fdf}/ (5 BB g ool ;3,( B Z?/ -

3* s

/ © ) N e
— ﬁ, &[%ﬁxé
(reken dit na)

Hasay Mt alles iy allesn wear in /*’ . {n een oC; komen er correctie=
tormen met /, » bijv,

o,

: » (')“
Mol IR MY - open Mg

23.26) 7.

i Q‘K
do parametorvorm van een krompe in i, ,i%‘i ten § ntiale veotoxr,
Do kromme ip geodetisoh als “’% asn siohsel.f ;pmlle blijfe, dus

vi L aee )
u2 e B f 4 - ’ ,,“' /e
24 ) 7 A &
Men kan een amdere par.metsr ¢ invoeren zo dat
rmd . ¥ :’
24.3) 5 < o
#é pos

- Dearvoor i n.s.v. dat o »

5 PE o2} 52 =0
2.4 Z - Yz
De algemons oplossing heefd de vorm

£s C / RPN




- Bel van mo
- ¥en do ketzo van de oo' veotoren

wlde

bet nulpunt ven ‘<, verandering van /f vorandert do *maat”, Stuke
kon van versobhillende gwdotmrm lijnen kunnen matuurlijk nist dcor
olkaar gemeton worden,

Uit (24.3) volgt dst S S “ de_gecdetische liipep niet beipvloeds.

§ 25. Normsalcoordinaten in A,

We bewijzen dat or in een "Z’,‘, altijd een coordinatens j{‘alm’l (N’)
bestaat zo dat /“‘am , 1n één bepseld gegeven punt ?
Zi3 K

25.1) Ef }” ( - ,/

e

een paramatervoaratalling an o mgntravarianta vectoren in i?
godanig dat er in elke richting juist één ligt,
de geodetisohe lijnen door ﬁ’ “kiszen wo nu een natuurlijke

parsmeter 2z, so dat voor @d@rﬁ 113 4.0 dn 7 en
25,2) /“
t
Op ledere geo&etinahe *isn galdt
25.3) ﬂ’*” il S
ErTN {:’ 2 Etz' -

Door differentiatie krijgt men eenses reeks van vergelijkingen waar-
uit de waarden van alle afgeleiden der " nsar 2 voor i'-o kKunnen

worﬁen berekend, Vervolgens kan men dan® ﬁ“onmwikkvlan in ecn macht-
reaks

# £ o 2 i L
25:4) f = ? r(&'g}}'sax i’/{/ 32:0 k"f'
< F L LNEY e

waayrvan ons hier ulleen de drie serste tormen interesseren., Als
nisuwe ocordipnaten gman we nu kiezen

4 st

o, E 4 i 5 & . a‘ @ - ?1‘
= STl Lo I NEF T
—4{.: Ay g™

25.5)

on door differentiatie volgt

25.6) /’M/ '

#‘%7 # &
*":v,, ﬁj,.. S foa (€)
Ru is ingevolge (23.7)

I'4 /? - & #
25.7) *5. = )7 //44 - U
en dus in § p p i ’
L 8 A ~— o g' f" ‘
25.8) L’ - 54‘. //«a - 5;“ by =8
wat te bewijzen was, Een dergelijk neord;uatanatelual heeﬁ oen 8t
un®

. i} hangen n&laamenf
Fen w&n het stelsel (&) , bt
m dus dis vewrtoren onveranderd en travaformeert men n&lm (x) m

\%




-
f o/ ‘l { n‘ f
25.9) ;1»5‘;“«{ - f(: /iz(?/thgf/!‘ /;n‘(?y?

d.w.s, e normealooordinaten in § zijn door de ¥euse van de vec-

torem ¢ vastgelegd op lineaire homogene t-ensformaties na,
ormaslooordinaten worden dikwijls mot vruoht gebruikt om inge-

wikkelde berckeningen te vereenvoudigen. “Yoorbeelden 1utar.

§ 26. pa ¥

Wordt in een )L een reeel temmel} Jan vER de ?;M a
voerd dan ontstast een Elke looale wordt een Op- en
neerhalen van indlces maahiadt als in § .1, Voor de lengte van het
lijnelement p’g schrijven we g8 (in de relativiteitstheorie ook Cali )

| ds* s | gan
Wan kromme wasrop #-0 in leder {unt heet mlkm Yoor een gewone
kromme besteaat er voor leder sagment sen . ng o w
De belangrijkste eigenschap in ». is 4 ?r ggmlui%%g een Myme~
potrische overbrenging vum voldoende de woor e
26.1) d!** )
Inderdaad ken men door permutatie ult

26.2) "% gas ‘WJ‘W "/Mﬂ: -goe fenne

twee endsre vergelijkingen afleiden

- - P o ,
26.3) Cnpup = Jar rl. - frr f,}.‘ M ¢

¥

o
. -~ g &wﬁ ";,x ,;.f - f/ur Cm = ¢
en optelling geeft ingevolge deo eis /‘,,.. r : .
- »
‘-4) / /A,( r(/,\/,ﬂw "DK f}u\ d'-?j/lx
of 26.5) . e ~ -5 por)
{’w- d (,W‘f '4; Y b ’”5%7' 7

{/m f is het Chrlstoffelgymbool.

Uit (26.5) volgt
26.6)

s - Ly "ﬁ“"’gé“'{?y

- Bijeevolg is

26.7) Bt wucy 200l (verg. (23.17))
pi T AT
Dege formule kan worxrden gebruikt om de covariante afgeleide van een
. oontrevarisnte peveotor een vorm te moh» 1;)van d.;’m alleen r) en goon
. B ot f,w\ bevat: . ,& «
.‘:,, aﬁ.ﬁ) » i %’w/& L " /& /‘ [

: I g
We bewijsen &at in een K de geodetlwohe 1ijnen kortste
langete) lijnen sijn, « :
 Heem een kromme tussen " en 7" en noem het algemene mg
Geaf dan man 7 “een verplaatsing - & , waar " eem Vvector is gede-
leerd langs de kromme. We Mbhm;mﬂ te berekemen Zum mme«




-45-

krommen, Om dat handig te doen breiden we het
veld ¢ '° ocontima uit op de een of andere mae
nier in de gobels mgeﬂns van de krommen, ;""‘
zn de veldwearde 3’ s dan 1e do vel

Phew ol golijk aan faa + o Aot
mt die veldwmdo noeten’we oOp de fioodo
me rekenen, Bovendicnm is het lijnelement lg“‘
van stend veranderd. Dit werkt gecomplioceerd en
we doen dat nu anders, We slepan tweede krowme
en veld mes Over ....«uf s 80 kurmen dean eenvouw
dig rekenen met de oude kromme maar met een
nieuwe veldwaarde in 2 , waarven we in § 20
hebben bewozen dat die gelijk is amn

26.9) ;,m 4 (lyeﬂeﬁjm *";am ;‘;‘w"ra ;,a parvw

of ook (zie (23.24)) . . &
.26‘10) ;Ax ) é’eﬂr ngfjﬂﬁ’ %W‘\j#xjf&x r £ ??‘ )

ondat Vj:m =4 ‘

m.:jgevolg ia ﬁlﬂﬁdf aen wﬂmxauriga paramoter op de kiomme im:
%
a’do - (/j,m ﬁ ) wr
- P22 (4
K B o) FE

26.11) &5 it Yx o
Aot s sl = <
- s
=(5%) % %
en dus ~ ? %
e & 5o
¥ 4 J d‘s E d// P poe ~ =
25;12} ’-?X ﬁf 1(' ﬁ‘*
o A A, ')
J "/&i M-:{ / - ...f ot g-* 06‘/ &X S
& “{‘;‘,‘,v( ' M,«’;é"&j” {:%M_/ﬁ'rj*j ”
&
Indien mu ¥-oin £ en in £ “dan volgt det de variatie ven L dan em
allesn dan voor jdédere keuze van Wf zml is indien

25 13) g%
..mn. %mion do_kromme ean ggﬁ»detiaehe % ;g is, De lengte tussen twee
punten is dan extrsem en voor W mntmltemr (bi] reeele
sn) altijd minimum, Bi)] indefiniete fundamentealitensor kan de
~lengte opk maximum worden,
~ Ben gecdetische lijn die met een van sijn elgmenten op de nule
~kegel ligt, ligt geheal op de nulkegel. Want is 5 een tangentiale
. veotor in dat punt dan blijfe dese veotor bij peseudoparallele verplaat-
. ming langs Qe kromme zijn lengte, dat is mul, behouden, mmm M ‘
f"~mtm113k niet iedeve kromme ap ao nalkegel memmn. ey




27.1)

[

Heem ven inlinitesimsal parallelo=-
, gzom in punt 4 , enfénpleats m uit
* A een vootor ¥ anuﬂowallo

H over B8 en ook van /7
over (' naar j? Het versohil tusw
sen de beide vorplut:te wasrden
is een yeotor en wel

[ o K f A
(Y B TS

Bijigevolg is

27.2)

Ry o

- #
2% lp ex frin o

7

een affinor, Nit is de kromteaffinor van de overbre I3 éui o
Deze affinor homt vok op andere wijze voor den dag. Men bewijat
D gemakkelijk dat

27.3)

A,

vz

2

T Oy Wn ] ;?nﬁ~*

%l -

en algsmener bljv,

%ﬁ?fﬁ“ﬁgﬁwﬂ 4 /*’/&‘HZ"/&.

27.4)

Voor

-

¥

Bty gt

{ 7 gewioht +1)

{gowioht 1 }

W, o, ﬁy en &, galdem precies lezelfde formules,

Identiteiten voor de kramteaftinm;%

27.95)

27.6

27.7)

27.8)

g .

(vulgt direot uit de definitie)

!Pé‘;"“k & 6

Twaede gaaamm;g (volgt 1ireot ult de definitie)

f ’%ﬂ] A }

Derde identiteit(alleem woor K alwasr men R%u

n:a :

'Ghrisn 1«9:.7» /??“\ {)

W’?‘“‘O ",‘3}

0= b f&ja-g - ‘*3 :{;’“A}?'\K “X%;}y““%y

Bewlias



o1t (alleen wvoor 3;,{ )

27.9) wg}%“ » %)@;9«

(volgt direct uit de 2de ea de 3de identitelt)

§ » 0 w

it de dexde identiteit volgt er:a . In mnz is dus (sie
27.3 ¢)) Wogefac , d.w,z. do overbroaging in eenk is inmtegra~
bel voor afoH heden en dat is geen wonder omdat lengten invariant
blijven en dus ook inmhouden,

vaai i alternerend im vu en indx en bovendien nog
eens symmeétrisoh ip de groepep ws. , A, Dit ls due een soort
gmathodan dat t.0. van biveoctoren deselfde rol vervult als een
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